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1. Introduccién y objetivos

En nuestra vida cotidiana, estamos acostumbrados a operar
con numeros reales, y no encontramos aparentemente la necesi-
dad ni la utilidad de los niimeros complejos. Sin embrago, son
muy utiles en nuestro mundo actual en el que la ciencia y la
técnica estan muy presentes: en el electromagnetismo, la hidrodi-
namica, la electrotecnia y otros campos de la ingenieria los
nimeros complejos son una potente herramienta de calculo. Asi
grandes obras de la ingenieria: centrales eléctricas, redes de dis-
tribucién, parques edlicos..., necesitan los nimeros complejos
para su funcionamiento

Los nimeros complejos nacieron de la necesidad de encontrar
soluciones a ecuaciones en las que aparecen raices cuadradas de
numeros negativos. En el conjunto de los ntimeros reales no e-
xiste ningin nimero que al elevarlo al cuadrado nos de -1, es
decir no hay solucién a /—1,+/—2... .Ya en el siglo I, Heron
de Alejandria se top6 con este tipo de raices que no supo inter-
pretar. En el s. XVI, Cardano al resolver un problema llegé a
dos soluciones complejas y decidié que eran niimeros sin sentido,
imaginarios. Y fue Gauss en el siglo XIX, quien dié sentido a los
ndmeros complejos.

Teniendo en cuenta que y/a = y/—a - v/—1 el problema se
centré en encontrar un numero que al elevarlo al cuadrado sea
igual a -1. Este numero, /—1, fue designado en 1777 por el
mateméatico suizo Euler con la letra i (imaginario) y llamado
unidad imaginaria.

Los contenidos de este tema son necesarios para el primer
curso de cualquier Ingenieria o carrera de ciencias.

Objetivos
» Manejar la forma bindémica de los niimeros complejos y sus
operaciones.
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Representar geométricamente los nimeros complejos en el
plano.

Conocer y utilizar la relacion entre la forma binémica y la
forma polar de los niimeros complejos.

Manejar la forma polar de los nimeros complejos y sus
operaciones.

Utilizar la formula de Moivre para calcular sen na y cos na.

Calcular raices n-ésimas de niimero complejos.



M? Paz Peinado Cros Curso 0 Matematicas

2.

Prueba de autodiagnéstico

Haga el test siguiente para evaluar su nivel de conocimientos.

Verdadero| | [Falso
i =—j
Verdadero| | [Falso
(2—4)—(1-=3i)=1+2i
Verdadero| | |[Falso
(1—1)-(2+3i) =5+ 3i
, Verdadero| | |[Falso
—10 — 42 ,
— =347
—1+4+1
_ Verdadero| | ([Falso
—1+17 = 2435
' Verdadero| | |[Falso
21800 = —22
Verdadero| | [Falso
2600 * 31200 = — 31800
; Verdadero| | |[Falso
(2900)" = 8o
Verdadero| | [Falso
La formula de Moivre dice:
[(rcos a + isen «)]" = 1" (cos no 4 isen na)
Verdadero| | |[Falso

Las raices v/ 16 son cuatro y tienen médulo 16

Si ha tenido muchas dificultades y el niimero de respuestas
correctas no le parece aceptable, debe hacer de forma ordenada

todas las fichas que encontrara a continuacion.Si sélo ha tenido

dificultades en algunos casos, localice las fichas correspondientes

otro bloque.

y repaselas. Si ha respondido todo correctamente puede pasar a
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3. Contenidos

3.1. Ficha 1: Ampliacion del conjunto de los niimeros
reales: el conjunto de los niimeros complejos

Si intentamos resolver ecuaciones de segundo grado aparente-
mente sencillas, como puede ser la ecuacién x© + 1 = 0, nos
encontramos que las soluciones son los nimeros que cumplen
x = £+/—1, y no conocemos ningun nimero real cuyo cuadrado
sea igual a -1 6 a ningin nimero negativo.

Existen muchos ejemplos de este tipo, en los que surgen raices
de ntimeros negativos, lo cual hace necesario ampliar el conjunto
de los niimeros reales e “inventar’in numero cuyo cuadrado sea
igual a -1. A este numero se le designa con el niimero de unidad
imaginaria: ¢ = v/ —1

Si al Conjunto de los Numeros Reales, le anadimos el con-
junto de los nimeros imaginarios, el resultado es el Conjunto de
los Numeros Complejos.

HOMEROS COMPLEJOS

HOMEROS REALES

M. RACIONALES

M. ENTEROS

M. HATURALES
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Ejemplo 1. Al resolver la ecuacién 22 + 9 = 0 no encon-
tramos solucién dentro del conjunto de los nuimeros reales.
Los numeros que son solucién de esta ecuaciéon son numeros
imaginarios.

’+9=0=2"=-9=12==4V-9

No conocemos ningin numero real cuyo cuadrado sea -9.

Pero las soluciones las podemos escribir de la siguiente forma:
T =4v-9=4V0/1=43

Es decir la ecuacién z?+9 = 0 tiene por solucién los nimeros
complejos 21 = 31 y 20 = —31.

Lo mismo ocurre al resolver la ecuacion

2+3x+4=0

Lo T3EVO-T6 347 —3+V7v/-1 _ _3iﬁz
a 2 -2 2 T2 T2

Las soluciones son nimeros imaginarios.

Forma binémica| La forma bindmica de un nimero complejo z es la expresion
de la forma z = a + bi:

e Al nimero a se le llama parte real del nimero comple-
jo.
e Al niimero b se le llama parte imaginaria del nimero
complejo.
Si b = 0 el nimero complejo se reduce al nimero real z = a.

ia= ] ' = bi i
Si a = 0 el numero complejo se reduce a z = bz, y se dice
que es un numero 1IMmaginario pPuro.
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Complejos iguales| Dos niimeros complejos, z = a+biy 2’ = a/+b'i, son iguales

si lo son sus partes reales e imaginarias respectivamente.

a=adad

z:z’<:>a+bz':a’+b’i<:>{b_b,

Conjugado | El conjugado de z, es otro nimero complejo, que se repre-

senta por z y tiene:

e La parte real igual que la de z.
e La parte imaginaria opuesta que la de z.

Si z = a + bi, su conjugado es Z = a — bi.

a+bi

R a-bi
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El opuesto de un niimero complejo no se debe de confundir

con el conjugado. El opuesto de z, es otro niimero complejo
que se representa por: —z y tiene:

e La parte real opuesta que la de z.

e La parte imaginaria opuesta que la de z.

Si z = a + bi, su opuesto es —z = —a — bi

z=a+bi

-z=-a-bi
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Ejemplo 2. Si tenemos los siguientes niimeros complejos:

1 =2—3
= 29 = D1
23 = —8
La parte real de 21 es a = 2 y la parte imaginaria b = —3.

La parte real de 2z es @ = 0 y la parte imaginaria b = 5,
es decir, es un numero imaginario puro ya que su parte real

es nula. Los nimeros complejos —4i, /54, gi, 67 también son

ndmeros imaginarios puros.

La parte real de 23 es a = —8 y la parte imaginaria b = 0,
es decir, es un numero real y al mismo tiempo un numero
complejo.

El conjunto de los numeros reales es un subconjunto de los

nimeros complejos. Los nimeros —7,v/5, =, 2 también son
3

nuameros reales y complejos con parte imaginaria nula.

10
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Ejemplo 3. Los siguientes pares de ntimeros complejos:
= =Dty 5

s 14+V3y1-+4/3

estan formados por ntimeros complejos conjugados.

Es facil de ver que tienen la parte real igual y la parte imagi-
naria opuesta.

Mientras que los siguientes pares de nimeros complejos son
opuestos:

«3—2iy —3+2i
»1+V3y-1—-+3

ya que sus partes real e imaginaria son opuestas.

11
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 1. Resuelve las siguientes ecuaciones e indica sus solu-
ciones en el Conjunto de los Complejos:

a. 3 — 222 + 5z = 0,
b. 2> —2x+3=0

Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 2. Calcular los niimeros opuestos y conjugados de los
siguientes numeros:

a. 2123—5i,

b. 29 = —\/§i,
Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 3. Dado el nimero complejo z = 2 — /53, calcula:

a. Su opuesto.

b. Su conjugado.

c. El conjugado de su conjugado.

d. El opuesto de su conjugado.

e. El conjugado de su opuesto.

f. ; Qué relacion existe entre estos dos tltimos?.

Pulse aqui para ver la solucion.

Si ha tenido dificultades para resolver estos ejercicios correc-
tamente, vuelva repasar esta ficha.

12
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Solucién a los ejercicios propuestos

Soluciéon del ejercicio 1.
a. 11 =0, 29=142¢, z3=1-—20

Estas soluciones se pueden obtener operando de la siguiente
manera:

23— 222 +5x = 2(2? — 22 +5) =0 =

371:0
t=0 — ! oy =1+2i
2 —2r4+5=0 2=

I3=1—2i

A las soluciones x1 y x9, se llegan solucionado la ecuacién

31 31

22 —22+5=0. b, x1:1+@, @:1—&
2 2

Estas soluciones se pueden obtener operando de la siguiente

manera:

24+/4—-12 2++/-9 ) 2
x: = oy

P 2 J3i

To=1— —

\ 2

Solucion del ejercicio 2.
a.—z1=—3—=5i)=-34+5i y Z3=3—(—bi)=3+05i
b, —z = —(—V2i) =V2i y Zp=—(—V2i)=+"2i

13
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Solucién del ejercicio 3.

a. —2 = —(2 —/5i) = —2 + /5i
b.Z=2—(—V5i) =2+ 5i
C.?zm:2—\/5i:z

d. —(2) = —(2+V5i) = =2 —/5i

e. (—2) = (=2 +5i) = =2 — /5i

f. Son iguales.

14
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3.2.

Suma y resta

Ficha 2: Operaciones con nimeros complejos en
forma binémica

La suma (o resta) de nimeros complejos es otro nimero
complejo cuya parte real se obtiene de la suma (o resta)
de las partes reales y cuya parte imaginaria se obtiene de
la suma (o resta) de las partes imaginarias de los nimeros
que se estan sumando (o restando)

Suma: z1 + 20 = (a+ bi) + (c+di) =a+c+ (b+ d)i
Resta: 21 — 2o = (a+ bi) — (c+ di) =a—c+ (b—d)i

| Producto| El producto de dos niimeros complejos es otro ndmero com-

plejo que se obtiene de aplicar la propiedad distributiva del
producto respecto de la suma y teniendo en cuenta que
2

1° = —1.

21 - 29 = (a+ bi)(c+ di) = ac — bd + (ad + bc)i

Cociente| La division de dos nimeros complejos es otro nimero com-

plejo.

Para calcularlo mutiplicamos numerador y denominador
por el conjugado del denominador. Asi se consigue tener en
el denominador un ntmero real, ya que el producto de un
nimero complejo por su conjugado es siempre un nimero
real.

(a+ bi)(a — bi) = aa — abi + abi — bbi®
= aa + bb + (—ab + ab)i = a* + b*

15
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Teniendo en cuenta este resultado el cociente es:

z1 _a+bi  (a+bi)(c— di)

2z c+di (c+di)(c— di)
_ ac + bd + (bc — ad)i _ ac—i—derbc—adZ_
4+ d? 4+ d? A+ d?

No hay que olvidar que no se puede dividir un nimero
complejo por 0.

Ejemplo 4. Dados dos nimeros complejos:

21=2—-—31 z=1+5b

podemos realizar las siguientes operaciones:
m Z1+20=(2—-3)+ (1+5) =2+14+(—-3+5)i =3+ 2i
m 7y —Zo=(2-3i)—(1+5i)=2—1+(-3-5)i=1-8;

mzy-23 = (2—30) - (1+50) = 2+ 10i — 3i — 152 =
2+ 15+ (10 — 3)i = 17 + 7

zi  2-3i  (2-3)(1—5) 2-—10i—3i+ 157
(

zo  1+5i (1+5i)(1—5i) 11— 5+ 5i— 25
“13-13i —13-13i -1 1,
= p— —_’l[
1+ 25 26 2 2

16
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|Potencias de i| Antes de desarrollar la potencia en general de un ndimero
complejo, vamos a realizar la potencia de la unidad imagi-
naria 7.

Teniendo en cuenta que ¢ = y/—1 y, que tal y como ocurre
en los nimeros reales i = 1 y i' = 4, desarrollamos las
potencias de i:

2=y Iy T=-1

B=i? 0= (=1)-i=—1
it=i%.?=(-1)-(-1) =1
P=iti=1-i=1

0 =42 =—1

it =14t =i

8 _ ;4 -4

~
|
~
<.
I
—_

Se puede observar que a partir de n = 4, las potencias de
se repiten cada cuatro valores.

Por esto, en general, para calcular una potencia de i, se
divide su exponente por 4 y se mira el resto de la division.

Asi todas las potencias cuyo exponente da resto 0 al dividir-
lo por 4 seran igual a " = 1. Las potencias cuyo exponente
da resto 1 al dividirlo por 4 uno, seran igual a i' = i, las

que da de resto 2 serdn igual a i* = —1 y las de resto 3
seran igual a i3 = —i.
Por ejemplo, i*? = i?> = —1 porque 22 entre 4 da de resto 2.

17
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Ejemplo 5. Para calcular una potencia de ¢ tendremos en
cuenta que se repiten de cuatro en cuatro, y por ello dividi-
remos el exponente por 4 y nos fijaremos en el resto de la
division. Asi:

540 _ ;1354 _ 50 _ |

) = 7 =
- 2'61 — Z’l5-4+1 — Z‘l — 4
- 2'26 — Z‘6-4—|—2 — 7;2 —

2'2003 _ 2'500~4+3 '3

] :2 :—2

|Potencia de z | La potencia de un nimero complejo z® se calcula multipli-

cando z por si mismo n veces.

La potencia de un nimero complejo se puede hacer de-
sarrollando la potencia del binomio (a + bi) y teniendo en
cuenta los valores de las potencias del ntimero 7.

También para desarrollar una potencia de un nimero com-
plejo, se puede considerar un nimero complejo como un
binomio en 7, y desarrollar cualquier potencia teniendo en
cuenta el desarrollo del binomio de Newton. Ahora bien,
esta forma de calcular las potencias de nimeros complejos
no es practica para exponentes mayores que 3.

Es mucho mas sencillo calcular la potencia de un nimero
complejo, teniendo dicho niimero expresado en forma polar
como se ve en la ficha 5.

18
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Ejemplo 6. Dado el ntimero complejo z; = 3 4+ /53, si que-
remos calcular (z;)?, sabemos que desarrollando la igualdad
notable del cuadrado de una suma queda:

2= (34+V5i)2=32+2-3-V5i + (V5i)?
—9+6v5i —5=4+6v5i

Si lo que queremos es saber cuanto vale (21)3 se puede calcu-
lar a partir de la potencia de (z1)2, multiplicandola por z; o
teniendo en cuenta el desarrollo de un binomio al cubo segun
el binomio de Newton:

2 =3+V5i)2=3+3.32.v5i+3-3.(v5)% + (V5i)>
=927 —27V5i — 9.5 — 5v/5i = 27 — 45 — 32v/5i
— —18 — 32/5i

Si las potencias del niimero complejo tienen un exponente mas
alto, este método resulta poco practico. Resultaria mas rapido
el pasar el niumero complejo de forma bindémica a polar, y
desarrollar la potencia en forma polar. Esto se ve més adelante
en la ficha 5.

19
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 4. Dados los nimeros complejos
m 2 =3—2
m 2 =—T+4+2

Calcula:

a. z1 + 29
b. 321 — 29

Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 5. Calcula los siguientes productos:

a. (4 — 3)(5 + 1)
b. (7—i)(7 + 1)

Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 6. Calcula los siguientes cocientes:

4— 3
a.

15—2'
b. -

?

Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 7. Calcula las siguientes potencias:

a. ,1:226
b. (1 —/3i)i'?!

Pulse aqui para ver la solucion.

20
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Ejercicio 8. Calcula las siguientes potencias:

a. (V2 +1)?
b. (1+74)3

Pulse aqui para ver la solucion.

Si ha tenido dificultades para resolver estos ejercicios correc-
tamente, vuelva a repasar esta ficha.

21
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Solucién a los ejercicios propuestos

Solucién del ejercicio 4.
a. 21+20=03—-20)+(-7+21)=3-T+(-2+2)i=—4

b. 321 — 25 = 3(3 — 2i) — (=74 2i) = (9 — 6i) — (=7 + 20)
=9+ 7+ (—6—2)i=16—8i

Solucion del ejercicio 5.

a. (4—3i)(5b+1i) =20+ 45 — 151 — 3i*
=20+3+(4—15)i =23 —11i

b, (7T—i)(T+4)=494+Ti —Ti —i> =49+ 1+ (7 —7)i = 50
Solucién del ejercicio 6.

4-3i (4-30)(5+i) 20+3+(4—15) 23 11,

a.

5—i  (5—di)(5b+i) 25 + 1 26 26
1 —1 —1 —1

b. —_ = = = —= —
ioi(=i) =iz 1 '

Solucion del ejercicio 7.

a. 7:226 — 7:56-4—|—2 — 2'2 — 1

b. (1 —+/30)i'?' = (1 — /30)i4 ! = (1 — \/3i)i
=i—V3if=i+V3

22
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Solucién del ejercicio 8.
a) (V2+i)? = (V2?2 +2v2i+ i =2 —-1+2V2i =1+ 2/2i

b) (1+4)=13+3-1%+3-1-?+ =1+3i—3—i = —2+2i

23



M? Paz Peinado Cros Curso 0 Matematicas w

3.3. Ficha 3: Representacion en el plano de un niimero
complejo

Los ntimeros reales los representamos sobre una recta numéri-
ca a la que llamamos recta real. ; Y los nimeros complejos dénde
los podemos representar?.

Como un nimero complejo z = a+bi depende del valor de dos
niumeros: a y b, lo podremos representar facilmente sobre unos
ejes cartesianos. En el eje de abcisas se representa la parte real
del nimero complejo y se llama eje real, y en el eje de ordenadas
la componente imaginaria, y se llama eje imaginario. Asi, se
habla de recta real y plano complejo.

Yy Eje imaginario

z=a+bi

1zl

Eje real

0 a X

24
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De esta manera a cada nimero complejo z = a-+bi le hacemos

corresponder en el plano un punto A(a,b), que denominamos
afijo. Y ademas a cada nuimero complejo se le asocia el vector
de posicion de su afijo.

—>
z=a+bi — A(a,b) — 0A

Lo que se hace es asociar a cada niimero complejo un vector.
Dicho vector queda perfectamente definido por su médulo y su

argumento.

Normalmente el médulo de un ntimero complejo se repre-

Argumento

senta por |z|.

Si nos fijamos en la representaciéon grafica de un ntimero
complejo, se ve que se forma un triangulo rectangulo de
catetos la parte real (a) e imaginaria (b), y de hipotenusa
el médulo de z (|z]).

Y si en dicho triangulo rectangulo aplicamos el teorema de
Pitagoras nos queda la expresién del médulo de un niimero
complejo z = a + bi :

2] = ‘(T)‘ = +v/a? + 1?2

El argumento de un niimero complejo z = a+bt es el angulo
que forma el semiej_e) positivo de abcisas con la recta que
contiene al vector 0A y se le representa como

arg(z) = «

25
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Teniendo en cuenta la definiciéon de tangente trigonométrica
de un angulo, se deduce que:

a:arctgg si a#0
a =3 si a=0yb>0
04:37” si a=0yb<0

b
La igualdad o = arctg — la cumplen infinitos angulos. Pero

a
si anadimos la condicién 0 < a < 2w, sé6lo hay 2 angulos
que difieren en 7 radianes y tienen la misma tangente.

Para saber cuél de ellos es el argumento, resulta muy practi-
co representar z = a+bi y asi se averigua en qué cuadrante
estd z y que valores puede tomar el argumento de z segin el
cuadrante en el que esta situado. A este argumento también
se le denomina argumento principal.

26
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Ejemplo 7. Si queremos representar los siguientes ntimeros
complejos

21 =3+ 2 29 = —4t
23 = 3 24 = 1—1
lo que hacemos es calcular las coordenadas de su afijo, lo dibu-

jamos y pintamos el vector que une el origen de coordenadas
con el afijo.

Los cuatro nimeros expuestos tienen por afijos (3,2), (0,-4),
(3,0) v (1,-1) respectivamente, y estan situados:

= z; en el primer cuadrante,
= 25 sobre el eje imaginario27

= 23 sobre el eje real,

= 2z, en el cuarto cuadrante.
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Ejemplo 8. De los niimeros complejos del ejemplo anterior

21 =3+ 2t 29 = —4t
2323 2421—i

podemos calcular sus respectivos médulos y argumentos.

Si nos fijamos en su representacién en el plano, y utilizando
el teorema de Pitagoras y la definiciéon de la tangente de un
angulo, tenemos:

|21] = +v3%2 + 22 = +/13

25| = +4/02 + (—4)* = +/16 = 4

23] = +v/32 + 02 = +/9 =3

2] = +4/12 + (=1)? = +/2
Y sus argumentos son:

2 0 —4 0
o = arctg 3= 33,69 oy = arctg o 180

0 —1 0
a3 = arctg 3= 0 oy = arctg = 315

28
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 9. Representa en el plano complejo los siguientes
nuimeros:

a. 212—1—i
b. 29 = 4 + 4+/3i
c. z3=21

Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 10. Calcula el médulo y el argumento de los siguientes
nimeros complejos:

a. 21:—1—i
b. 29 =4 + 4V/3i
C. 23 =21

Pulse aqui para ver la solucion.

Si ha tenido dificultades para resolver estos ejercicios correc-
tamente, vuelva a repasar esta ficha.
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Solucién a los ejercicios propuestos

M? Paz Peinado Cros

Solucién del ejercicio 9.
La representacion en el plano es:

2

- Ty

=t

Solucion del ejercicio 10.
Para calcular el argumento de cada ntimero complejo tenemos

en cuenta la representaciéon que hemos hecho en el ejercicio an-
terior, y asi sabemos en que cuadrante se encuentra el niimero

complejo.

a. |z = /(=12 + (-1)2 = V2
1 .
oy = arctg = 225

ya que z; esta situado en el tercer cuadrante.

b. |2| = \/42 +(4y3) =8
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43

ay = arctg - = 60°

ya que 2o esta situado en el primer cuadrante.

c. |z =vV02+22=2

2 0
a3 = arctg 0= 90

ya que z3 esta situado sobre el semieje positivo del eje de
ordenadas.
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3.4.

Ficha 4: Distintas formas de expresar un nimero
complejo: forma polar y forma trigonométrica

Hasta ahora hemos expresado los niimeros complejos en su

forma binémica z = a + bi. Pero hay otras dos formas de expre-

sarlos que son muy utiles para el calculo.

Forma polar

Un nuimero complejo z = a+ bt se puede expresar en forma
polar como r,, en donde r representa el médulo y « el
argumento del nimero complejo.

Dos numeros complejos, expresados en forma polar son
iguales si sus médulos son iguales y sus argumentos difieren
en 2km radianes, siendo k£ un nimero entero.

, r=r'
Ta:Ta/@ Og—O/

a)Paso de forma bindmica a polar

Tenemos el nimero complejo expresado en forma binémica
z = a+ bi, para pasarlo a forma polar basta con calcular el
modulo (aplicando el teorema de Pitagoras) y el argumento
(aplicando la definicién de la tangente).

b)Paso de forma polar a bindmica

Tenemos el niimero complejo expresado en forma polar z =
T, para pasarlo a forma binémica aplicamos las definiciones
del seno y del coseno:
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F. trigonom.

a

COSQy = — => @ = T COS (X
r

sen = — = b= rsen«
r

z=a+bi

ENENENE NN NN

Teniendo en cuenta las definiciones del seno y el coseno que
acabamos de exponer, y sustituyendo los valores de a y b
en la expresién del complejo en forma binémica, tenemos
la forma trigonométrica:

z=a+bi =rcosa+irsena = r(cosa + isen a)
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Ejemplo 9. Si tenemos el ntimero complejo z = 19700 expre-
sado en forma polar, lo podemos pasar facilmente a forma
binémica expresandolo primero en forma trigonométrica:

z=1=1(cos270° + sen 270°) = 1(0 — 14) = —3
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Ejemplo 10. El nimero complejo z = 2 — 2v/3i que se en-
cuentra expresado en forma binémica, también lo podemos
expresar en forma polar. Para expresarlo en forma polar tene-
mos que calcular el modulo y el argumento.

=t \/22 —2V3)2 = +V/4+ 12 = +V16 = 4

—2
tga = 2\f:—f:»a_3000

z=2—2./%

Para elegir el argumento « resulta muy practico fijarse en la
representacion del nimero complejo. En la representacion se
ve que el nimero complejo esté en el cuarto cuadrante.

Z = 2-2\/32 = 43000

Y expresado en forma trigonométrica seria

= 4(cos 300" + sen 300"7)
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Ejercicios propuestos
Ejercicio 11. Expresar el nimero complejo z = 2300 en:

a. Forma bindmica.
b. Forma trigonométrica.

Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 12. Expresa el ntimero complejo z = —v/5 + v/5i:
a. Forma polar.
b. Forma trigonométrica.

Pulse aqui para ver la solucion.
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Solucién a los ejercicios propuestos

Solucién del ejercicio 11.

V3

1
a. 2 = 2300 = 2(cos 30" + isen 30°) = 2-- +2-i = /3 4+

2 2
b. 2 = 2300 = 2(cos 30° 4 isen 30°)
Solucion al ejercicio 12.
a. Para expresar z = —v/5 4 1/5i en forma polar necesitamos

conocer su modulo y su argumento:

r= +\/(—\/5)2 +(V5)? = +V10
tga=——==—-1=a=135°

ya que z esta en el segundo cuadrante, como podemos obser-
var en su representacion grafica:

z:5—«f5_ﬁ'
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Entonces z expresado en forma polar es:

z:_ﬁwa:(m)

1350

b. Para expresar z en forma trigonométrica necesitamos el
moédulo y el argumento calculados en el apartado a) de este
ejercicio:

2z = —V5 4+ V5i = V10(cos 135" + isen 135°)
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3.5. Ficha 5: Operaciones de nimeros complejos en
forma polar

Para sumar y restar niumeros complejos debemos tenerlos es-
critos en forma binémica. Pero para el resto de las operaciones,
sobre todo la potencia y la radicacion, resulta mas practico
tener los nimeros expresados en forma polar:

| Producto| El producto de dos niimeros complejos es otro ndmero com-
plejo que tiene por moédulo la multiplicacion de los modulos,
y por argumento la suma de los argumentos:

FaSg= (T ) S)a—l—ﬁ

|Cociente | El cociente de dos nimeros complejos es otro niimero com-
plejo que tiene por modulo la division de los médulos, y por
argumento la resta de los argumentos

To

-
Sp B S/ a—p

|Potencia | La potencia n-ésima de un niimero complejo es otro nimero
complejo que tiene por modulo la potencia n-ésima del
modulo, y por argumento n veces el argumento del com-
plejo dado:

(ra)" = Tna
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Ejemplo 11. Si tenemos dos ntimeros complejos escritos en

forma polar

M? Paz Peinado Cros

z1 = 31200 22 = 2600
se pueden realizar facilmente su producto, division y potencias

cuartas:

| | Zl * Z2 — 31200 * 2600 = (3 ¢ 2)1200+600 = 61800

2320,
z2 2600 2/ 1200600 2/ oo

. (21)4 = (31900)" = 34 1900 = 81lugr = 81200

s (20)" = (2600)" = 21600 = 162400
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Ejemplo 12. Para calcular la potencia de un niimero comple-
jo resulta muy practico tenerlo expresado en forma polar. De
manera que si tenemos que calcular la potencia de un nimero
complejo expresada en forma bindmica (sobre todo de expo-
nente mayor que 3) lo pasamos previamente a forma polar,
se calcula la potencia, y si se necesita el resultado expresa-
do en forma bindémica, se deshace el cambio de forma polar a
binémica.

Por ejemplo, para calcular (3 -+ 3\/§i)5escribimos el complejo
2z = 3 + 3v/3i en forma polar:

2| =+1/32+ (3v3)" =6
| | \/3 ( ) jZ:3+3\/§Z‘:6600

a = arctg —— = 60°

Y ahora calculamos facilmente 2°

)
Z5 — (3 + 3\/§Z> = (6600)5 — 77763000
— 7776(cos 330° + isen 330°) = 3888+/3 + 3888

]Férm. Moivre\ La féormula de Moivre es la potencia de un ntimero complejo
escrito en forma trigonométrica:

[ (cos a + isen )]" = r" (cos na + isen na)

Si r =1, esta formula es muy tutil para calcular seno y
coseno de angulos multiples.
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Por ejemplo para n = 2, la férmula de Moivre queda:

} 92 )
(cos a +isen ar)” = cos 2 + isen 2«

Desarrollando el primer miembro por el cuadrado de una
suma:

) 2 )
(cos o + isen a)” = cos® a + 2isen a cos o — sen “ov

— cos® o — sen 2 + 228en ar cos «

Luego nos queda:

2

cos 2ar + 1sen 2a = cos” o — sen 200 + 228en o cos o =

{ cos 20 = cos? o — sen 2o

sen 2 = 2sen o cos &

ya que para que se cumpla la igualdad las partes reales y las
partes imaginarias tienen que ser iguales respectivamente.
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Ejemplo 13. Si necesitamos calcular cuanto vale la razén
trigonométrica de sen 3a, lo podemos hacer calculando el cubo
de un niimero complejo de modulo 1 y argumento a aplicando
la férmula de Moivre:

. 3 .
(cosa +isena)” = cos 3a + isen 3«
Desarrollando el primer miembro como el cubo de una suma:

(cosa +isen a)® = cos® o + 3 (cos ) isen a

+ 3 cos o (isen )’ + (isen a)’

2 3

— cos® o + 37 cos® asen ar — 3 cos asen o — isen So

Y sustituyendo en la féormula de Moivre:

3

cos 3o + 1sen 3o = cos® a — 3 cos asen a

- (3 cos’ aisen @ — sen ® ) 1

Para que se cumpla la igualdad dben ser iguales las partes

reales y las partes imaginarias de los dos miembros de la igual-
dad:

3

cos 3o = cos® a — 3 cos asen o
sen 3o = 3 cos? asen o — sen 3o

Y asi hemos conseguido saber cuadnto vale el sen 3 y cos 3

La raiz cuadrada de un nimero z, 1/z, es otro nimero que
al cuadrado, es igual a z; la raiz cubica de un nimero z,
/z, es otro nimero que elevado al cubo, es igual a z. Por
lo tanto, la raiz n-ésima (de indice n) de z, {/z, es otro
nimero que elevado a n, es igual a z.
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Un numero complejo z distinto de cero va a tener tantas
raices n-ésimas, /z, como indica el indice de la raiz (n)

Por ejemplo, en los nimeros reales, sabemos que v/16 tiene
dos soluciones 4 y (-4), ya que es una raiz cuadrada y
(n = 2). Lo podemos comprobar teniendo en cuenta que
cualquier nuimero real esta incluido dentro de los comple-
jos v lo podemos escribir en forma polar, es decir, v/16 =

V16¢0, v tendriamos:

a. 4 = 4y es una raiz cuadrada de 16q, porque (400)2 =
42 0 = 160

b. también el niimero real —4 = 4450 es una raiz, porque
2 _ 42 _ _
(41800)" = 451500 = 163600 = 160

Las raices n-ésimas de un numero complejo /ro, son n
numeros complejos. Todos ellos tienen el mismo modulo
y sus argumentos son diferentes. Los calcularemos de la
siguiente forma:

Médulo :  |z| = /r

2 0
q = &t m:O‘JFSGOW, k=01..n—1
n n

En general las raices de un nimero complejo estan en los
vértices de un poligono regular de tantos lados como indica
el indice n de la raiz, y cuyo radio es igual a {/r.
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Ejemplo 14. Queremos calcular las raices cibicas de z =
271350. Sabemos que son tres, todas ellas con el mismo modulo
pero distinto argumento:

Médulo :  |z| = /27 =3
~ 135° + 360%
= 3 ,

argumentos :  «; k=20,1,2

Las tres raices solucion son:

k=0—o01=45" — 2z = 345
k=1— ay=165" — 23 = 3650
]{3:2—>043:2850 —>23:32850

Si pintamos las tres soluciones que nos han quedado, nos

damos cuenta que al unirlas forman un triangulo equilatero,
ya que se encuentran sobre una circunferencia de radio 3 y los

argumentos de las tres difieren en 120° = 3?100 — 3(;00
v
.21:1450
21 e
X
g
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 13. Dados los niimeros complejos

21 = 3900 22 = V129100

realiza las siguientes operaciones:

ad. 21 29
<1
b. —
<2
5
c. (1)
Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 14. Calcula (—1 + i)G , vy expresa el nimero complejo
solucién en forma polar.

Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 15. Utilizando la férmula de Moivre, calcula el valor
del cos4a y sen4a en funcién de los valores de cosa y sen a.

Pulse aqui para ver la solucion.
Ejercicio 16. Resuelva la ecuacién 2% 41 = 0.

Pulse aqui para ver la solucion.

Si ha tenido dificultades para resolver estos ejercicios correc-
tamente, vuelva a repasar esta ficha.
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Solucién a los ejercicios propuestos

Solucién del ejercicio 13.

a. 21 - 29 = 3900 - V129100 = (3\/12)900+2100 = (3v12) 4,00

bzl_ 3900 _(3) _<3>

C 2 V1290 V12) o0 V12 ) 9400
c. (21)” = (3900)° = 3200 = (729) 4500 = (729)gg0
Solucién del ejercicio 14.

Para realizar una potencia lo mas practico es tener escrito el
nimero complejo en forma polar:

—14i= V230
(—14+149)° = (V21350)° = (V2)8 1350 = 85100 = 8go0

Si queremos tener el nimero complejo en forma binémica:
890 = 8(cos 90" + isen 90°) = 8i
Solucion del ejercicio 15.

Si necesitamos calcular cuanto valen las razones trigonométri-
cas senda y cos4a, lo podemos hacer aplicando la formula de
Moivre que es la potencia de un numero complejo de médulo 1
y argumento « escrito en forma trigonométrica:

(cosa +isena)” = cosda + isen 4o
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Desarrollando el primer miembro como la potencia cuarta de
una suma:

(cos a 4 isen a)* = (cos a + isen @)’ (cos o + isen @)’
= (cos® a — sen *a + 2isen o cos )

(cos® @ — sen *a + 2isen a cos a)

= COS4 o — COS2 a'sen 2Oé + 27 COS3 asen o«

— Sen 2Od COS2 a + sen 4Oé — —21 cos asen 3&

3

+ 27 cos® asen o — 2 cos asen 2o — 4 cos? asen 2o

Y sustituyendo en la féormula de Moivre para n = 4:

cos 4o + isen 4o = cosar — 6 cos® asen 2o + sen ‘o

+ (4 cos® asen o — 4 cos asen *a)i

Esta igualdad se cumple si la parte real del nimero complejo
del primer miembro es igual a la parte real del nimero com-
plejo del segundo miembro. Y respectivamente con las partes
imaginarias:

{ cosda = COS4Oé —6 COS2 asen 20& + sen 4Od

sen 4o = 4 cos® asen o — 4 cos asen 2o

Y asi hemos conseguido saber cuanto valen sen4a y cos4a.

Solucién del ejercicio 16.

26+1:O:>Z:\6/—1:\6/11800
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Es decir que tenemos que calcularla raiz sexta del nuimero
complejo z = /11590, que tiene seis soluciones en el conjunto de
los numeros complejos.

Todas ellas tiene el mismo médulo pero distinto argumento:

Médulo:  |z| =/ (=1)2 =1

~180° + 360°%
- L

Damos valores a k£ y nos quedan las 6 soluciones siguientes:

argumentos :  «q; k=0,1,2,3,4,5

k=0— 21:1300:\/7§+%i
k=1— Zgzlgoozi

k=2— 23:11500:—§+%Z'
k=3 — 24212100:_73—%i
k=4 — 25212700:—i

k=5— Z6:13300:7—§Z

Si las representamos y las unimos queda un hexagono regular
inscrito en una circunferencia de radio 1 (el médulo de z = 1gq0).

Y
Z=1g°

25=1 120

1

Z=Tou” 7 Zg=1 ?

Z5="1 5700
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4. Prueba de autoevaluacion
) ) ' Verdadero| | |Falso
La raiz cuadrada de un numero negativo no
tiene solucién
' ) ' ~ ||Verdadero| | |Falso
El conjugado de un nimero real (parte imagi-
naria cero) es el propio nimero real
) _ Verdadero| | |Falso
El producto de un nimero complejo por su con-
jugado es un numero imaginario puro
5 Verdadero| | |[Falso
—=—1-T
?
_ Verdadero| | (Falso
—1 417 =235
) o Verdadero|||Falso
El nimero 44g3p0 en forma bindémica es —4
Verdadero| | |Falso
2600 (2)
31200 3/ 3000
; Verdadero| | |[Falso
El argumento o = arcosen —
a
) _ _ . Verdadero| | |[Falso
La féormula de Moivre sirve si n = 2 para calcu-
lar sen 2ac y cos 2« en funcién de sena y cos «
Verdadero| | |[Falso

Las soluciones de la ecuacién z* +2 = 0 son
cuatro, y todas ellas tienen de médulo 2
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