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1. Introduccién y objetivos

La forma en la que se estudia inicialmente una funcién es
estdtica: {cudnto vale f () si z toma este valor?). Pero también
podemos estudiar las funciones de forma dindmica: jcon qué ra-
pidez se produce la variacién de f (x)?. Podemos, por ejemplo,
estudiar la variaciéon media de una funcion, es decir, cuanto varia
f entre a y b. O la pendiente (o inclinacién) de la recta tangen-
te a la curva en un punto, que representa la rapidez de cambio
instantaneo, y se llama derivada de la funciéon en un punto.

A veces podemos necesitar conocer la funcion derivada de una
funcion. Aunque tedéricamente la derivada se determina a través
del céalculo de limites, esto puede resultar bastante engorroso.
Por esto, es més sencillo utilizar reglas para derivar.

Utilizando las derivadas se pueden estudiar algunas propie-
dades de caracter local de las funciones, lo que ayudard para
su representacién grafica: se trata de obtener informacion de las
funciones a partir de su derivada.

Los contenidos de este tema son necesarios para el primer
curso de cualquier Ingenieria o carrera de ciencias.

Objetivos
» Entender qué es la derivada de una funciéon en un punto y
la derivada de una funcién.

» Poder derivar cualquier funcién.

» Poder encontrar los maximos y minimos relativos de una
funcion.

» Poder determinar los intervalos de crecimiento, decrecimien-
to, concavidad y convexidad de una funcion.
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2.

Prueba de autodiagnoéstico

Haga el test siguiente para evaluar el nivel de conocimientos
que tiene en este tema.

La derivada de una funcién en un punto es la | Verdadero | Falso
pendiente de la recta tangente a la grafica de
la funcién en ese punto.
La tangente solo corta a la grafica de la funcién | Verdadero | Falso
en un punto.
Siempre hay que determinar la derivada de una | Verdadero | Falso
funciéon como un limite.
. 8
La derivada de f(z) = 2V/a3 es f' (z) = —~=. | Verdadero | Falso
3Va3
Verdadero | Falso
Si f(x) =12 — 2%+ 1, entonces f’(x) = 92°% —
2x.
) Verdadero | Falso
La derivada de f (z) = (2% 4+ 1) — (z — 1)% es
Az (2% +1) + 2z (z — 1).
] Verdadero | Falso
La derivada de f(z) = S 213 fl(x) =
62° + 2x
(26 + 22 + 3)*
] Verdadero | Falso
La deri = ' =
a derivada de f(x) oo, & f(x)
2sen 2x
cos?2x
Las derivadas no dan informacién de cémo es | Verdadero | Falso
la funcién.
Verdadero | Falso

Si f'(x) =0y f’(x) > 0 la funcién tiene un
minimo en x.
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Si ha tenido muchas dificultades y el niimero de respuestas
correctas no le parece aceptable, debe hacer de forma ordenada
todas las fichas que encontrara a continuacién.

Si sélo ha tenido dificultades en algunos casos, localice las
fichas correspondientes y repaselas. Si ha respondido todo co-
rrectamente puede pasar a otro bloque.
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3. Contenidos

3.1. Ficha 1: ;Qué es la derivada?

Consideremos una funcién f(z), continua. Supongamos que
queremos estudiar como varia la funcién, expresado de otra for-
ma, su “velocidad de cambio” o como varia una variable respecto
a la otra.

| Variacién media| La Variacién media (V.M) nos dice cémo varfa la funcién
por unidad de tiempo, en un intervalo (a, b):

f(b) = f(a)
b—a

Graficamente, la V.M. es la pendiente de la recta que une los
puntos (a, f (a)) y (b, f (b)). La vamos a denotar V.M ((a, b).
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Ejemplo 1. La variacién media depende del intervalo conside-
rado:

Observamos que la variacién media puede cambiar de signo,
segiin como sea la funcion y cuales sean los puntos a y b. En

este ejemplo, los valores de x y de f (x) son:
T 1 2 3 4
F@)| =4 7|65

y la variaciéon media es

f@R)—-f1) _ -7-(=4

V.M(1,2) = T - =3,
V.M(1,3) = f(S; :{(1) _ 0 _2(_4) — 0
V.M(1,4) = f(4i:{(1) — 5_?()_4) — 3.

’Var. instanténea\ Si hacemos que el intervalo sea cada vez mas pequeno, hasta

8
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que se “junten” los dos puntos a y b, tenemos la Variacion
instantanea. Es el limite

R0

h—0 h

Tangente| La tangente a una curva en un punto es la recta que sigue

la direccién de la curva en ese punto.

0 1 7 3 4

La tangente a una curva en a se puede determinar consi-
derando la recta que corta a la curva en a y otro punto
b y haciendo que b se acerque a a todo lo que se pueda.
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Deriv. en un punto| La pendiente de la recta secante es la variacién media

f ) = f(a)
b—a

y su limite es la pendiente de la recta tangente a la grafica
de una funcién en un punto, que llamamos derivada de la
funcién f en el punto a y se representa por

(@) — i 10D = F (@)

h—0 h

Coincide con la variacion instantanea.

Observaciones:

= La tangente a una funciéon en un punto puede “atravesar”
la curva o cortarla en mas de un punto:

N\
-

N/
<

= Si el limite anterior es infinito o no existe, se dice que la
funcién no tiene derivada en a.

» Para que una funciéon tenga derivada en un punto debe estar
definida en él. El reciproco no es cierto.

10
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» Para que una funciéon tenga derivada en un punto debe ser
continua en él. El reciproco no es cierto.

Ejemplo 2. Las derivadas de la funcién f (z) = 2> +2 — 3 en
x =0y x =2 son los limites

f(0+h)— f(0) R+ h—3—(=3)

/ 7 _ ¢
PO~
. R2+h
T TR iD=t
- fR2+h)-f(2)
"(2) =1
F2) B0 h
o 24+ h)>+(2+h)—3—(22+2-3)
= s h
g 2 AR 424 R -3 27243
= o h
h? h
= lim o = lim (h + 5) = 5.
h—0 h h—0

f'(0) y f'(2) son las pendientes de las rectas tangentes a f en
x =0y x = 2. Coinciden con la variacién instantanea:

11
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Ejemplo 3. La funcién f () = |z| no tiene derivada en z = 0
porque no existe el limite

i £ O0+R) = £(0)
h—0 h

Para demostrarlo, escribimos f como

= % 220

—x, x <O0.

Entonces el limite depende de si nos acercamos a 0 por la
derecha o por la izquierda

L fOER—FO 0+ R)=0 b

h—0+ h h—0+ h h—0+ h ’
lim f0+h) - f(0) = lim ot 0 el — lim __h: —1l
h—0— h h—0— h h—0- h

Como los limites anteriores no coinciden, no existe el limite

oy £ 01 = £ (0)
h—0 h .

que es la derivada.

La derivada de una funcién f : I — R en un punto x € I,

es el limite

o) — i LT =S (@)

h—0 h

Si existe la derivada en un subconjunto S de I, entonces
la funcién que asigna a cada z su derivada f’(z), en S, se
llama funcién derivada o simplemente derivada.

12
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Ejemplo 4. La funcién derivada de f (x) = \/z, para = > 0,
es

b f(:c+h)—f(rc)_, v +h
7 @) = oy h I —

o Wt R —VE) (Ve b+ V)
h—0 (\/ﬁ 4+ \/E)

r+h—u , h

— i =1
0 (Vo - i+ v/E) b0k (Vi £kt /3)
1 1

= lim =

h=0\/x + h+ /x 2z

Si x =0, f no tiene derivada, porque

bov o JO+R)—f(0) . Vh—0
) = fim h i —
1

VAVE _
= lim lim —— = lim

o0 hh b0 R he 7

y entonces no existe derivada.

| Deriv. sucesivas| Como la derivada de una funcién es a su vez una funcién y,
se puede derivar. Las derivadas sucesivas se llaman derivada
segunda, tercera, cuarta, etc y se denotan f” (z), f"” (x),
fY (z), ete, respectivamente.

Ejemplo 5. La derivada segunda de f (z) = /= es la derivada
de f'(x) = ﬁi

13
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 1. Héllese la pendiente de la recta tangente a f (z) =

—enx = 2.
x
Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 2. Calcilese la derivada de f (z) = 23 + 22> — z en
r=0yenx=1.

Pulse aqui para ver la solucién.
Ejercicio 3. Calctilese la funcién derivada de f (z) = 2*+3z—1.
Pulse aqui para ver la solucion.

1
Ejercicio 4. Calcilese la derivada de f (z) = —.

Pulse aqui para ver la solucion.

Si ha tenido dificultades para resolver estos ejercicios correc-
tamente, vuelva a repasar esta ficha

14
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Solucién a los ejercicios propuestos

Solucién del ejercicio 1.
La pendiente de la recta tangente a f(x) en z = 2 es su
derivada, que se puede calcular como el siguiente limite:

1 1
- S@+R)-F2) 24k 2
/ - _
e
2— (24 h)
g W2 2 @240
B = R A YO WU AY)
| h , 1 1 1
= Im-——=lm—— == ——.
=0 2(24+h)h  hs0 2(24+h) 2-2 4

1
Entonces, la pendiente buscada es T

Solucién del ejercicio 2.
La derivada de una funcién f (z) en el punto xg es el limite

() — 1 L0 TR = S (@0)

h—0 h

Como f (x) = 23 + 222 — z, tenemos que hacer

fO+h) - f(0)

F1(0) = lim

h—0 h
o 0+ h)’ +2(0+n)*—(0+h) — (0*+2-0%—0)
— h
B3 +2h% — h —
~ Jfm O mrrion—1= -1,
h—0 h h—0

15
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1) =

o FUER) = (1)
h—0 h

(LR 214+ (1 +h) — (1P +2-12-1)
lim

h—0 h

y 1+3h+30+h*+2(1+2h+h*) —1—h—2
hlg(l) h
 3h+3RP+R+24+4h+2h* —h —2

lim

h—0 h

~ h3+5h%+6h

lim

h—0 h

lim (h* + 5h + 6) = 6.
h—0

Solucién del ejercicio 3.
La funcién derivada se calcula por medio de limites:

/' (x)

= lim

fle+h) - f()

h—0 h

, (x+h)2+3(x+h)—1—(x2+3x—1)
= lim

h—0 h

2+ 2zh+h*+3x+3h—1—22-3z+1
= lim

h—0 h

. 2xh+ h%®+3h
= lim

h—0 h

= lim2x+h+3=2x+ 3.

h—0

Solucién del ejercicio 4.

16
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La funcién derivada se calcula mediante el limite

f’(:v) _ limf(x+h)_f(x)

h—0 h
1 1 x B x+h
h—0 h h—0 h
x— (z+h)
= lim (r+h)e _ 1m—x_x_h
50 h 0 h(z+h) o
fm "
hlg(l)h(x—kh)x h—0 (z+h)x
1
, . , 1
Asf, la derivada de f es f'(7) = ——.
x

17
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3.2.

Ficha 2: Reglas elementales de derivacion

Para calcular la derivada de cualquier funcién (sin necesidad
de hacerlo a través de la definicién) es necesario aprenderse las
derivadas de unas pocas funciones y aplicar posteriormente unas
reglas.

Notacién: f(x) y g (z) son funciones derivables, a es una
constante (un nimero real).

Primeras reglas de derivacién

f(z)=a

f(z) +g(x)

Regla 1. Derivada de una constante. Si f(z) = a,
entonces f' (z) = 0.

Regla 2. Derivada de una suma. La derivada de f (z)+
g(z) es f'(x) + ¢’ (2).

Regla 3. Derivada de una potencia. Si f (z) =z

¢ su

derivada es f'(x) = az® 1.

Regla 4. Derivada del producto de una constante
por una funcién. La derivada de af (z) es af’ (z).

Ejemplo 6. Para calcular la derivada de f (x) = 42 — 2 +
2z — 3 hacemos:

1.

Si conocemos las derivadas de 423, —22, 22 y —3 podemos
luego aplicar la regla de la suma (regla 2).

La derivada de —3 es 0, porque es una constante (regla

1).

. Como z se puede escribir como !, su derivada se calcula

como la de una potencia: 1 -z~ =1 (regla 3).

18
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4. 2z se deriva con la regla 4: 2- ()" = 2.

5. La derivada de 22 es 2 - 227! = 2z, porque es la derivada
de una potencia.

6. Aplicamos la regla 4 y tenemos que la derivada de —22 es
—2x.

7. La derivada de 423 es 4-3237! = 4.32? = 1222, si aplica-

mos las reglas 3 y 4.

8. La derivada de f (z) es f'(x) = 1222 — 22 + 2.

8
Ejemplo 7. La derivada de f (z) = 3V 22 + — se calcula:
7

1. V22 se puede escribir como ¢ (z) = z3. Entonces es facil

obtener su derivada como la derivada de una potencia

(regla 3): ¢ (z) = 2ai = 207 =

regla 3): B) = =G - = =45 & = )
SR 3 3 39z

2. Segin la regla 4, la derivada de 3v/22 es 3

2 2
39 Yz

3. De la misma forma obtenemos la derivada de h(z) =

— si reescribimos h (z) = 8z~ . Su derivada es I/ (z) =
T
8
-1}/ _ -2} —
8 (x )_sem:)_—;.

2 8

G @?

4. La derivada de f (z) es f'(z) =

19
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Mas reglas de derivacion

Regla del producto

Regla del cociente

Regla de la cadena

La derivada de f (z) - g (z) es f' () g (x) + f (z) ¢ (x).

a derivada de /(@) es
Lad da d 5 (2)
() g(z) = f(z)d (z)
g% (v) ’

La derivada de go f(z) =g (f(z)) es ¢' (f (x)) - f' (x).

Ejemplo 8. La derivada de F (z) = (v — 1) (33/?4— §) se
x

calcula aplicando la regla del producto.

1. Primero calculamos la derivada de f (z) = z — 1 que es

2. g(z) = 3v/2 + § y su derivada es ¢’ (x) =
z

f'(z) = 1.
2 8

G @?

3. Como F'(x) es el producto de fy g: F (x) = f(x) g (z),

obtenemos su derivada aplicando la regla del producto:

F'(z) = f'(z) g () + f () 4 (x)

3 8 2 8
= . 2 —_— — —_
1 (3\/x + x) + (z—1) (% zr:2)
53 — 222 + 8w

G2

20



Esther Gil Cid Curso 0 Matematicas m

3
Ejemplo 9. Derivamos — Y conla regla del cociente:
x —_—
L g _ [ (=) _
1. Escribimos la funciéon como F (x) = @)’ con f (x) = 3x
g(x

yg(z)=2—-1
2. La derivada de fes f'(z)=3-1=3.

3. La derivada de g es suma de las derivadas de 2> y —1. La
primera es 2x y la segunda es 0.

4. Obtenemos la derivada de F'(x):

_f@)g(@) - f(2)d (2)
g* ()
3 - (:L‘2—1) — 3z - 22
(@17

F' (z)

21



Esther Gil Cid Curso 0 Matematicas m

Ejemplo 10. Para derivar F' () = v/2? + 1 hacemos:

1. Escribimos F (z) = g (f (z)) = go f (z), si f (z) = 2® + 1
y9(y) =y
2. f'(z) = 2.
3.9(y) = VY = y2. Su derivada es la de una potencia:
) =

4. Ya podemos aplicar la regla de la cadena para obtener F’

22
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Ejemplo 11. La derivada de F (z) = (2® — 22 + 3z + 1)30
se puede obtener desarrollando la potencia y derivando cada
término (que resulta muy laborioso) o aplicando la regla de la
cadena a f (z) =2° — 222+ 3z +1y g(y) = y*°

1. Primero derivamos f: f'(z) = 32> — 4z + 3.
2. A continuacién, calculamos ¢’ (y) = 30y%.

3. Finalmente, como F' (z) = g (f (z)) = go f (x), aplicamos
la regla de la cadena a esta composicién de funciones

F'(z) = g'(f (2)) f' (z)
g(3—2$ —|—39:—|-1)(3:1:2—49:—|—3)

=30 (2 — 222 + 3z + 1)* (32® — 4z + 3) .

23



Esther Gil Cid Curso 0 Matematicas m

Ejercicios propuestos

Ejercicio 5. Calctilese la derivada de f () = 2" — 22+ 2 -3+

N

Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 6. Calcilese la derivada de f(z) = — + 2
3% + 2.

Pulse aqui para ver la solucion.

Si ha tenido dificultades para resolver estos ejercicios correc-
tamente, vuelva a repasar la primera parte de esta ficha.

Ejercicio 7. Calctlese la derivada de f(z) = (27 — 32% + 1) Va3,

Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 8. Calctilese la derivada de f(z) = va?® — 422 — 3.

Pulse aqui para ver la solucion.

B4 —r+1

Ejercicio 9. Calctlese la derivada de T
Tt + 2%

Pulse aqui para ver la solucion.

Si ha tenido dificultades para resolver estos ejercicios correc-
tamente, vuelva a repasar la segunda parte de esta ficha.

24
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Solucién a los ejercicios propuestos

Solucién del ejercicio 5.
La derivada de f se obtiene sumando la derivada de cada uno
de sus sumandos.

1. 27 es una potencia: su derivada es 72%: el orden de la po-
tencia (7) multiplicado por x elevado a uno menos (6).

2. La derivada de —2z* es —2 multiplicado por la derivada de

z*. 2% es de nuevo una potencia, y su derivada es 4a3. Asi,

la derivada de —2z% es
—2 (43:3) — —8a°.
3. La derivada de x es 1.

4. Como —3 es una constante, su derivada es 0.

1 . .
5. v/r = x? es una potencia y su derivada es

1 1 1
—pzl = g

2 2" T 27

N[
N|—=

1
Entonces, la derivada de f es f’'(z) = T2 — 82° + 1+ ——

2\/x
Solucién del ejercicio 6.
Para obtener la derivada de f, primero calculamos la derivada
de sus sumandos:

1
1. Como — = o~

Nz

tencia:

12 su derivada es la derivada de una po-
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2. 2v/28 = 225 y su derivada es

3. La derivada de —32% es —3 multiplicado por la derivada de
22, que es 2z. Entonces, la derivada de —32% es —6z.

4. La derivada de 2 es 0, porque es una constante.
1 16
+ —Va? — 6x.
PAVEE
Solucién del ejercicio 7.

La derivada de F (z) = (27 — 322+ 1) V23 se calcula apli-
cando la regla del producto.

Entonces f(z) = —

1. La derivada de f (z) = 2" — 322 + 1 es
fl(x)=7s"1 =322 +0="72% - 62.

2. Como g (x) = V23 = 27, su derivada es

g (x) = %xi—l _ gx; _ 3\5
3. Entonces
3
P = L6000 05

= (7:1:6—63:)x\/_—|— (2" = 32>+ 1) Va

= (7337 622 + = ( 3x2+1)>\/5
(

17 7__ §>\/E.

Pl 2

26
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Solucién del ejercicio 8.
Se puede aplicar la regla de la cadena a f (z) = G (F (z)), en
donde

F(r) = 2% —42® — 3,
Gly) = vy

1
1. La derivada de G es G’ (y) = ——.
2\/y

2. La derivada de F (x) es F'(z) = 323t — 4. 22271 — 0 =
322 — 8z.

3. Ya podemos aplicar la regla de la cadena para obtener f’

f(x) = G'(F(2) F' (z) =G (2 — 42° — 3) - (32% — 8x)

1 32° — 8

= - (3x2 — 8x) = - —
2/ax3 — 422 — 3 2/x3 — 422 — 3

Solucion del ejercicio 9.

3., .2
— 1
Podemos derivar la funcién F (z) = u +f v aplican-
x* + 2w
do la regla del cociente:
- y _ f(=) _
1. Escribimos la funcién como F'(x) = @)’ con f(x) =
g(x

P4+ —x+1yg(x) =2+ 2.
2. La derivada de f es

ff(x) =321 4+22"1 —140=32>+ 22 — 1.

27
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3. La derivada de g es

g (z) =da* 1+ 2.1 =42 + 2.

4. Obtenemos la derivada de F' (z) aplicando la regla del co-
clente

F'(z) =

(333 —|—2x 1) (x —I—Qx) (x3—|—x2—x—|—1)-(4x3—|—2)

(4 + 22)°
325 + 225 — 2t + 623 + 422 — 22
(24 + 22)°
(42° 4 42° — 42" + 62° + 227 — 22 + 2)
(x4 + 22)°
—2% — 22° 4 222 4 32 — 2
(24 + 22)°
28 + 225 — 222 — 32 4+ 2
(z4 + 2z)° ‘

28
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3.3. Ficha 3: Derivacion de las funciones trascendentes

Func. trigon.

Derivada de las funciones trigonométricas

e Si f(x) =senx entonces f'(r) = coszx.

e Si f(x) = cosz entonces f’(x) = —sen.

e Si f(z) =tgx entonces f'(z) =1 +tg°z = ——.
cos?

Ejemplo 12. Derivamos f (z) = 3 sen 2z+cos® z—tg (2% + 1):

1. Derivamos 3 sen 2z, cos®z y tg (x2 + 1) y aplicamos la
regla de la suma.

2. 3 sen2x es el producto de 3 por sen 2zx:
(3 sen2z)’ = 3 (sen2z)’.

a) Derivamos sen 2z aplicando la regla de la cadena a
sen y a 2x

(sen2x)" = (cos2z) (22)" = 2 cos 2.

b) La derivada es 3 - 2 cos 2z = 6 cos 2z.

3. Derivamos cos® z aplicando la regla de la cadena a F' (z) =
coszy G(y) =y’
F'(r) = —senz G’ (y) = 3y°
(cos’x)’ = (G o FY (v) = G' (F () F' (x)

= 3cos’z (—senx) = —3 cos” zsen x.

29
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4. tg (x2 + 1) se deriva aplicando de nuevo la regla de la
cadena a F (z) =22+ 1y G (y) = tgy:

F'(z) = G'(y) =1+1tg’y

(tg (=* + 1)) = (GoF) (2) = G'(F (x)) F' (x)
= (1+tg* (2?2 +1)) 2z =2z (1 + tg* (2* + 1))

5. Ya podemos sumar las derivadas anteriores:

f(x) = 6cos 2z — 3cos” wsenw — 2z (1 +tg” (2° + 1)) .

Func. exponenciales| Derivada de las funciones exponenciales:

e Si f(z)=e", entonces f'(z)=e".

e Si f(z) = a” y a es una constante, entonces f'(z) =
a”Ina. In es el logaritmo neperiano.
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Ejemplo 13. Para determinar la derivada de f(x) =
27’ ~21+1 geonimos los siguientes pasos:

1. Hay que aplicar la regla del producto a 2% y e’ ~2+1 Por
eso, primero hay que derivarlas.

2. Como 2 es una constante, entonces la derivada de 2% es
27 1n 2.

3. Para derivar ¢* ~2**! tenemos que aplicar la regla de la
cadena a F (z) =23 —2r+1y G (y) = e¥:

a) F'(z) =322 -2y G'(y)

b) (GoF) (z) =G (F (2)) F' (z) = e 2+ (32% —2).

ev.

4. Segun la regla del producto:

f(x) = (27 (ez32x+1) +(29) (€x32x+1)/

— 2% ln 26$372$+1 + 2$e$372$+1 (3$2 . 2) )

Func. logaritmicas| Derivada de las funciones logaritmicas. Si log es el

logaritmo en cualquier base:

e Si f(z) =Inx, entonces f'(z) = l
T

1
e Si f(z) = logx, entonces f'(x) = —loge.
x
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Ejemplo 14. Si f(z) = In(cose”), entonces su derivada se
calcula con los siguientes pasos:

1. Hay que aplicar la regla de la cadena a F (x) = cose”

y G (y) = Iny, porque f(x) = G (F (z)). Serda f'(z) =
G' (F (z)) F' ().

2. La derivada de F'(x) se calcula aplicando de nuevo la
regla de la cadena a H (z) =€" y J (t) = cost.

Como H' (x) =e® y J'(t) = —sent, entonces
F'(x)=(JoH) (x)=J (H (2)) H (x) = —sen (&) e".

1
3. G (y) = =.
() ;

4. Ya podemos hacer

f'@) =G (F@)F @)= FmF @
= coslex (—sen (") e") = —e" tge”.
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Ejemplo 15. La derivada de f (z) = (cosz)” no se puede
calcular aplicando ninguna de las reglas que conocemos: no es
una potencia de una constante ni una funcién elevada a una
constante. Sin embargo, podemos utilizar un truco:

1. Podemos escribir
g(x)=Inf(z) =1In((cosz)”) = xIn(cosz).

2. Entonces, por un lado

YRS BV
g(fv)—f@)f()

f'(x),

(cosx)”

y por otro, aplicando la regla del producto

1
COS T

g (r) =1In(cosz) +x (—senz) = In (cosx) — xtg .

3. Igualando ambas expresiones, resulta

1

(cosx)”

f'(z) =In(cosz) —wtgw

— f'(z) = (cosz)” (In (cosx) — z tgx).

|Funcién inversa| Derivada de la funcién inversa. Si f es una funcién inyectiva
y continua en un intervalo, es derivable en un punto zg
interior a este intervalo y f’(zg) # 0, entonces su funcién
inversa es derivable en yy = f (z() y su derivada es:

I 1
filwo)  f(f ()

(f_l)l (yo) =
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Ejemplo 16. 1. Si n es un numero natural par, entonces
y = f (z) = 2" es creciente y continua en [0, 00).

2. Su derivada es f' (z) = na" L.
3. Su funcién inversa es f~' (y) = /7 = yr.
4. Podemos calcular ( f _1), como la de la inversa de f:

IV B |
(f )(y)_f’(x)_nx”_l'

5. Como y = f (z) = z", entonces z = f~1 (y) =y y

1\ 1 1 1
(f 1) (y) = -1 Nn—1 . nl

n n

Esta derivada coincide con la calculada en el ejemplo de
la pagina ?77.

6. En un caso concreto, si f~!(y) = x = /¥y, su funcién
inversa es f (x) = x' y su derivada se puede calcular a
partir de derivada de su inversa.

a) f'(z) = 423,

VOIS B

¢) Como z = \/y, entonces
_1\/ 1 1 1 s
(f 1) (y):4$3:4W:Zy .
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Ejemplo 17. Con la derivada de la funcién inversa, podemos
calcular derivadas de las funciones trigonométricas inversas.
Por ejemplo, si f (z) = senx, su inversa es f~1 (y) = arcseny,
que estéd definida para y € [—1,1]

1. f'(z) = cosz.
2. La derivada de f~! es

3. Como y = f (x) = sen x, entonces
cosx = /1 —sen?x =+/1— 1?2,
1
2

(/™) () = (arcseny) = -
—
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Ejemplo 18. Conociendo la derivada del arcsenx se puede
calcular la derivada de f (z) = arcsen? (e” + 3z):

1. Podemos escribir f (z) = H (G (F (x))), donde H (t) =
t2, G (y) = arcseny y F (z) = e* + 3z.

2. Las derivadas de estas funciones son:

H'(t) = 2t,
G (y) = ———,
Vo
F'(z) = " + 3.

3. Entonces, aplicando la regla de la cadena, tenemos

f'(x) = H'(G(F (2))) G (F ( ))F'( )

= 2arcsen (e + 3x) (ex +3).

\/1— el’—l—3x

36



Esther Gil Cid Curso 0 Matematicas m

Ejercicios propuestos

Ejercicio 10. Calctlense las derivadas de las siguientes funcio-
nes:
a. f(z) =sen (2+cos’z),  b.g(z)=tg(Va2+3).

Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 11. Calctlense las derivadas de las siguientes funcio-

nes:

x SGHQI' 1+€3$
a. f(x) =sen (27), b.g(x) =", c.h(x):m.

Pulse aqui para ver la solucién.

Ejercicio 12. Calcilense las derivadas de las siguientes funcio-
nes:

a. [ (z)

Inz

_ _ 2
L@ b. g (z) = In (sen?z) .
Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 13. Calcilense, a partir de la derivada de la funcion
inversa, las derivadas de g (z) = arccosx y h (x) = arctgx.

Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 14. Aplicando la regla de la cadena, calcular la deri-
vada de f si:
a. f (z) = arctg (223 4+ 3z),  b. f(z) = arccos (Inx).

Pulse aqui para ver la solucion.

Si ha tenido dificultades para resolver estos ejercicios correc-
tamente, vuelva a repasar esta ficha.
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Solucién a los ejercicios propuestos

Solucién del ejercicio 10.

a. sen (2 + cos? x) se deriva aplicando la regla de la cadena
aF(z) =2+cos’r y G(y) = seny. Se puede escribir f (z) =
G(F(x))=GoF(x).

1. Laderivada de F' (z) = 2+cos® x es la suma de las derivadas

de 2 (que es 0) y cos® z. Como la derivada de cos x es —sen x
y el coseno esta elevado a 3, entonces

(cos® x)/ = 3cos’z - (cosx) = —3cos® wsen x.

2. Asi, F' (x) es
F' () = —3cos* zsen z.
3. La derivada de G (z) es
G' (z) = cosy.
4. Ahora tenemos que aplicar la regla de la cadena

f(x) =G (F(z)) - F' (z) = cos (2 + cos’ x) - (—3 cos® zsen z)

= —3cos (2 + cos® x) cos rsen .

b. La derivada de g (z) = tg (\/ x? + 3) se calcula con la regla
de la cadena:

1. Podemos escribir g (x) = G (F(x)) = G o F (x), donde
F(x)=vz*+3y G(y) =tg(y)

2. Entonces,
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3. Y, asi

g (x) =G (F () F'(z) = (1 +tg 2V a2 + 3) #x

2+ 3

Solucién del ejercicio 11.
a. La derivada de f (x) se calcula con la regla de la cadena.

1. f(x) = sen (2*) = G(F (z)), con F(x) = 2"y G(y) =
sen y.

2. Las derivadas de F'y GG son
F'(z) =2"In2,
G (y) = cosy.
3. Y con la regla de la cadena

f'(z) =G (F(x)) - F'(z) = (cos2") 2" In 2.

b. Como
2
sen -x
g(z)=e
entonces
/ 2 / 2 - 2
g (z) =7 (sen’z) = 2senxcosze™™ ¥ = sen2xe’™ .

c. Hay que aplicar la regla del cociente a F (z) = 1 + €3 y
G (z) = sen?x + 3.

1. La derivada de F'(x) es la derivada de 1 (que es 0) mas la
derivada de €3

/

F'(z) =0+ (%) = e (3z) = 3™,
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2. La derivada de G () es
G' (z) = (sen 2:1:)/ +(3) = 2sen? 'z (senx) +0

= 2sen x cos .

3. Entonces

F'(x) G (2) — F(2) &' (2)

h' (x) =

G* (z)
3e3” (Sen 2r + 3) — (1 + 63$) 2sen & oS T
B (sen 2z + 3)°

Solucién del ejercicio 12.
a. Tenemos que derivar f como la derivada de una cociente,
con F(z)=1+¢*yG(z)=In(2+1).

1. La derivada de F'(z) es

F'(2) = 2

g_’,‘.

2. La derivada de G (x) es

1
6/ (2) = (1 (s +2))' = - (a" + x)
B 322 +1
o34
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3. Entonces
£ (x) = F'(2) G (z) — F (2) G' (2)

G2 ()

322 +1
2+
In? (23 + x)

Inx

1 3
Eln(sc +x) —

3z2 +1
2+
In? (23 + x)
(;U2 + 1) In (5133 + x) — (3:152 + 1) Inz
(23 4+ ) In* (23 + ) '

241

Inx
3+

In (:(:3 + x) —

b. g (z) = In (sen 253) se deriva aplicando la regla de la cadena
aF(zr)=sen?zyG(y)=1Iny:
, 1 9 2sen x cos x CoS T

/
g (@) sen 2x (sen"z) sen?x sen x core e

Solucion del ejercicio 13.
Si f (y) = cosy, su inversa es g (z) = f~! (x) = arccosx, que
estd definida para z € [—1,1]. Entonces:

1. f'(y) = —seny.

2. Segun la derivada de la funcion inversa

1y _L:_ 1
(f ) (z) = I (z) seny’

3. Por otro lado, z = f (y) = cosy, y seny = /1 — cos?y =
V1i—a2?y

1
V1— a2

g (r) = (arccosz) = —

41



Esther Gil Cid Curso 0 Matematicas m

Para calcular la derivada del arcotangente, procedemos de la
misma forma:

1. Llamamos f (y) = tgy y su inversa es h(x) = f~!(x) =
aarctgx.
2. f'(y) = 1+1tg%y.

3. La derivada de h es
1 1
W(z)= (1) (z)= = .
() ( )() f’(y) 1+tg2y
4. Pero como z = f (y) = tgy, entonces
1

14+ 22

h' (x) =

Solucién del ejercicio 14.

. Entonces

a. Sabemos que la derivada del arctgy es Y
Y

1 /

() = 223 + 3z

/(@) 1+(2x3+3x)2( )
6x% + 3

1+ (223 + 32)°

1
V1=
(&) = ———— (n2)
1 —(Inx)
1

b. Como la derivada del arccosy es — , entonces

z1/1— (Inz)?
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3.4.

(De)crecimiento

Méximo y minimo

Ficha 4: Aplicaciones de la derivada

Una funcién es monétona creciente (decreciente) si para
a < b cualesquiera, se verifica que f(a) < f(b) (respec-
tivamente f (a) > f(b)). Significa que si a es menor o igual
(mayor o igual) que b, entonces la imagen de a va a ser
menor o igual (mayor o igual) que la de b.

Una funcion es estrictamente creciente (estrictamente de-
creciente) si para a < b cualesquiera, se verifica que f (a) <
f(b) (respectivamente f(a) > f(b)). Significa que si a es
menor (mayor) que b, entonces la imagen de a va a ser
menor (mayor) que la de b.

{a.fta)) (BBl

(Buf(2)) ,
(@.ftal

decreciente creciente

Una funcién f tiene un méximo (minimo) relativo en x =
a si en un entorno A de a se verifica que f(a) > f(x)
(f (a) < f(z)). Se llaman extremos relativos.

El méximo (minimo) es estricto en z = a si f(a) > f(x)
(f (a) < f(z)) para todo x # a, en un entorno de a.

| Funcién céncava| Una funcién es céncava en un intervalo si, intuitivamente,

se ve como una “cueva’ mirando la funciéon “desde abajo”.
Esto es lo mismo que decir que si tomamos 2 puntos a y b
cualesquiera de la funcién en este intervalo, al unirlos en la
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(@ f(a) | (B.f(8)

(2.1(B)
(@)

concava CONYVEHR

grafica por un segmento, la funcién queda por encima de
este segmento. Analiticamente, esto se expresa como

fta+(1—=1t)b)>tf(a)+ (1—1)f(b).

\Funcién Convexa\ Cuando el segmento queda por encima de la grafica, la fun-

cion es convexa. Esto es lo mismo que decir que se verifica

fta+(1—1t)b) <tf(a)+(1—1t)f(b).

| Punto inflexién| Puntos de inflexién son los puntos en los que la funcién

pasa de convexa a concava o de concava a convexa.

Determinacion de caracateristicas de la funcion

|Extremos relat.| f es una funcién continua en [a, b] y derivable en (a,b). Los
maximos y minimos relativos de f son los puntos x; en los

que f(z;) = 0.

e Si f"(x;) <0, entonces es un maximo relativo.

e Si f"(z;) > 0, entonces es un minimo relativo.
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e Si f”(x;) = 0, entonces no podemos decir si hay un
maximo o minimo relativo.

Si la funcion no es derivable, puede haber un méaximo o un
minimo y no se puede encontrar por este método.

Ejemplo 19. Consideramos la funcién f (x) = 3z* + 823 —
622 — 24x + 3. Vamos a calcular sus extremos (maximos y
minimos) relativos en R.

1. Derivamos la funcion:

f'(z) = 122% + 242° — 122 — 24.

2. Tgualamos la derivada a 0 y calculamos las raices de esta
ecuacion (por Ruffini):

fl(z)=122°+242° — 122 — 24 =0<= 2> + 22° — 2 — 2 =10
—xr1=1,10=—123 =—-2.

Estos son los posibles candidatos a extremo.

3. Calculamos la derivada segunda y estudiamos su valor en
los puntos anteriores:

f" (x) = 362% 4 48z — 12

" (z1) = f" (1) = 72: es minimo relativo,

" (z2) = f"(=1) = —24: es maximo relativo,
" (x3) = " (—2) = 36: es minimo relativo.
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| Crecim.-decrecim. | f es una funcién continua en [a, b] y derivable en (a,b) .

e Si f/ > 0 en un intervalo, la funcién es creciente en este
intervalo.

e Si f/ < 0 en un intervalo, la funcién es decreciente en
este intervalo.

Ejemplo 20. Estudiamos los intervalos de crecimiento y de-
crecimiento de f (z) = 3z* + 823 — 622 — 24z + 3.

1. Por el ejemplo anterior, sabemos que:
f'(z) = 1203 +242° 12224 =12(z — 1) (z + 1) (z + 2)
y que sus raices son 1 = 1,29 = —1, 23 = —2.

2. Para estudiar el signo de la derivada, completamos su
tabla de signos:

(_007_2) (_27_1) (_171) (1700)
x—1 — — — +
z+1 - — + +
x+2 — + + +
@] - + [ - [+
Esta tabla se construye con los intervalos que determinan
las raices de f’ (es decir, x1 = 1,29 = —1,23 = —2). En

ella, a partir del signo de los factores de f’ (que son x —1,
x4+ 1y z+2) se determina el signo de f’.

3. Podemos concluir que la funcion es creciente en (—2, —1)
y (1,00) y decreciente en (—oo, —2) y (—1,1).
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|Concav.-convex.| f es una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b).

e Si en un intervalo f” (x) < 0, entonces en ese intervalo
la funcién es céncava.

e Si en un intervalo f” (z) > 0, entonces en ese intervalo
la funcién es convexa.

Ejemplo 21. Estudiamos los intervalos de concavidad y con-
vexidad de f (z) = 3z% + 82% — 62% — 24x + 3.

1. Procedemos con la derivada segunda, que es:
f'(z) =362+ 487z —12 =12 (32" + 4z — 1) .

Sus rafces son 1 = =2+ 3VT y 20 = —2 — 1\/T y se
puede escribir [ (z) = (z+ 2+ 1V7) (z+2 — 1V7).

2. Para estudiar el signo de la derivada segunda, completa-
mos su tabla de signos:

(—00,z3) | (x2,21) | (21, 00)
z+3+zvVi| - + -
x + % — %\/7 — — +
f" () + — +

Esta tabla se construye como en el ejemplo anterior.

3. Podemos concluir que la funcion es céncava en
(—% ; % 17, —% + %\/7) y convexa en (—oo, —% — %\/7)
y (=3 +3V7,00).
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4. La representacion grafica de f es

[ Punto inflexién| En los puntos de inflexién z; debe ocurrir f” (z;) = 0.
Puede suceder que f”(z) = 0 y que = no sea un punto
de inflexién. En este ultimo caso podemos estudiar si la
funcién pasa de céncava a convexa en un entorno de x.

Ejemplo 22. ;Tiene f (z) = 3z* + 823 — 622 — 242 + 3 puntos
de inflexion?

1. Igualando a 0 la derivada segunda:
[ (@) =362 + 48z — 12 =12 (32" + 42— 1) =0
2 1 2 1
S =——+ =V, 29=—= — =VT.
1 3 =+ 3\/_ T2 3 3\/—
2. Estos puntos son de inflexién si f cambia de concava a

convexa o viceversa. Por el ejemplo anterior, sabemos que
si cambia. Luego x1 y 9 son puntos de inflexion.
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Ejemplo 23. Vamos a estudiar maximos y minimos relati-
vos, crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad y
puntos de inflexién de f (z) = 3z — 823 + 622 + 1.

1. La derivada de la funcion es

[ (z) = 120° — 242° + 122 = 12 (2° — 22° + z)
=12(z—1)z.

2. Esta derivada se anula en 1 = 0 y 29 = 1. Estos puntos
son los candidatos a extremos relativos.

3. La derivada segunda es

(@) =12 (32" —dw+1) = 12(3v — 1) (v - 1)

:36@-%) (z—1).

En z; y x9, la derivada segunda vale:

" (x1) = f"(0) = 12: es minimo relativo,

" (z2) = f" (1) = 0: no sabemos qué es.

4. El crecimiento y decrecimiento se estudia con la tabla de

signos de f’
(—00,0) | (0,1) | (1,00)
(z—1°] + + |+
7 — + +
I (z) — + +
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5. Entonces la funcién es creciente (0,00) y decreciente en
(—00,0).

6. La concavidad y convexidad se estudia con la tabla de
signos de f”:

ER DI
x—% — + +
g5 = — — +
/' (x) + - +

7. Entonces la funcién es convexa en (—oco,3) y (1,00) y

3
concava en (%, 1) .

8. En los puntos de inflexién se debe anular la derivada se-
gunda. Los posibles puntos de inflexion son z; = % y
To = 1.

9. En ambos puntos la funciéon cambia de concava a convexa
o viceversa, por lo que ambos son puntos de inflexién.
Asi queda despejada la duda sobre si x = 1 es maximo o

minimo. La representacion grafica de la funciéon es
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 15. Calcilense los maximos y minimos relativos de
f(z) = 122° — 152% — 8023 + 12022

Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 16. Determinense los intervalos de crecimiento y de-
crecimiento de f (z) = 122° — 1521 — 802? + 12022

Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 17. Determinense los intervalos de concavidad y con-
vexidad de f (z) = 2% + 322 {Tiene puntos de inflexién? Si es
asi, jdonde?

Pulse aqui para ver la solucion.

Ejercicio 18. Calcilense los maximos y minimos relativos de
f(z) = 42* — 222, Determinense sus intervalos de crecimien-
to y decrecimiento, concavidad y convexidad y sus puntos de
inflexion.

Pulse aqui para ver la solucion.

Si ha tenido dificultades para resolver estos ejercicios correc-
tamente, vuelva a repasar esta ficha.
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Solucién a los ejercicios propuestos

Solucién del ejercicio 15.

Los méaximos y minimos relativos estan entre los puntos don-
de se anula la derivada primera. Segin el signo de la derivada
segunda, seran de un tipo u otro. Para calcularlos, hacemos:

1. Derivamos f (z)
f'(x) =12-52* — 15 - 42® — 80 - 32° + 120 - 2z
= 602" — 602° — 2402* + 240z
= 60z (2 — 2® — 4z +4) .
2. Estudiamos dénde se anula f' (). Como

[ (x) = 60z (2° — 2° — 4o + 4)
=60z (x—1)(x—2)(z+2)

entonces
ff(2)=0&20=0,21 =129 =26 23 = —2.
Los posibles extremos relativos son estos puntos.
3. Obtenemos

f"(x) =60 - 42 — 60 - 32 — 240 - 22 + 240
= 60 (42” — 32* + 8z + 4)

porque estos puntos van a ser maximos o minimos, segun
sea su signo.
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4. Entonces
f(0)=60(4-0°—3-0>—8-0+4)
= 60 -4 = 240 > 0: es minimo relativo,
ff(1)=60(4-1°—-3-1>—8-1+4)
=60 - (—3) = —180 < 0: es maximo relativo,
f1(2)=60(4-2%-3.22 —8.2+4)
= 60 - 8 = 480 > 0: es minimo relativo,
£ (—2) = 60 (4 (=2 —3- (=2 —8-(~2) + 4)
=60 - (—24) = —144 < 0: es maximo relativo.

Y hay un minimo donde la derivada segunda es positiva (es
decir, en g = 0 y 3 = 2) y un maximo donde es negativa:
enr =1y x3=—-2.

Solucion del ejercicio 16.
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcién
se determinan a partir del signo de la derivada primera.

1. Por el ejercicio anterior, sabemos que:
f(z) =60x(x—1)(x—2)(z+2)
y sus raices son rg = 0,21 = 1,29 =2 y 3 = —2.

2. Para estudiar el signo de la derivada, completamos su tabla

de signos:
(_007_2) (_290) (07 1) (172) (2700)
x — — + + +
x—1 — — — + +
T —2 — — — — +
x+2 — + + + +
ff@]  + - [+ [ -1+
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3. Como la derivada primera es positiva en (—oo, —2), (0,1) y
(2,00), entonces alli la funcién es estrictamente creciente.
Y es estrictamente decreciente en (—2,0) y (1,2).

4. La representacion grafica de f es

500 A

400

300

200

100

Solucién del ejercicio 17.
La concavidad y convexidad se determinan con el signo de la
derivada segunda.

1. La derivada segunda de f es

f'(z) = 32* +3- 22 = 32* + 6,
() =3-20+6=6x+6=6(zx+1).

2. La tnica raiz de f” es xg = —1, y se cumple
f"(x)>0siz>—1,

fM(x) <0six<—1.

3. Un funcién es céncava cuando su derivada segunda es ne-
gativa y convexa cuando es positiva. Entonces f es concava
en (—oo, —1) y convexa en (—1,00).
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4. Una funcién tiene un punto de inflexién cuando cambia de
coéncava a convexa o viceversa. Por tanto, f tiene un punto
de inflexiéon en zg = —1.

5. La representacién grafica de f es

550
540
5SD
i20

F10
-4 5 B 0 - 1 2 3
[ W
F-10

Solucion del ejercicio 18.

1. La derivada de la funcién es
fl(x) =4-42° —2-20 = 162° — 4w = 40 (20 — 1) 2z + 1).

1
2. La derivada se anula en 1 = 0, 29 = 3 y T3 = —5 Estos

puntos son los candidatos a extremos relativos.

3. La derivada segunda es

[ (x) =16 32" —4 =4 (122" — 1)..
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4. En 1, 9 y x3 la derivada segunda vale:

[ (@) = f"(0)=4(12-0° = 1)

= —4 < 0: es maximo relativo,

£ (@) = 1 (%) _y <12 - <%>2 _ 1)

= 8 > 0: es minimo relativo,
1 1\?
" {2y —4l12. (= 1
[ (xs) = f ( 2) ( < 2) )
= 8 > 0: es minimo relativo.

5. El crecimiento y decrecimiento se estudia con la tabla de
signos de la derivada primera

(zo0.=3) | (=2:0) | (0,3) | (5.0)
2z +1 — + + +
20 — 1 — — — +
x — - =+ +
(@) - + N

La funcién es creciente (——,0) y (
1 1
(=00, —3) ¥ (0.3)-
6. La concavidad y convexidad se estudia con la tabla de sig-
nos de la derivada segunda. Como podemos escribir f” (z) =

V3 V3
48 <:c — ?) <:C + ?) , hacemos:
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V3 3 V3 V3
(o0 =) | (298) | (F0)
T — \/7?: — — +
x + \/?g — -+ +
f" (x) + - +
7. Entonces la funcion es convexa en (—oo, —‘/73) y (%g, oo)
y céncava en (_\/Tg’ \/Tg) :

8. Los puntos de inflexién son aquellos donde la funcién cam-
V3

bia de concava a convexa o al revés. Entonces, son x4 = o
V3
Y5 = ——.
6

9. La representacion grafica de la funcion es
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4.

Prueba de autoevaluacion

Realice la siguiente prueba para ver si ha asimilado correcta-
mente los contenidos de este modulo.

Verdadero | Falso
La derivada no tiene interpretaciéon geométrica.
Verdadero | Falso
Lo més sencillo para derivar es conocer algunas de-
rivadas y aplicar unas reglas generales.
Verdadero | Falso
La derivada de f (z) = 3¢/ +2V22+8x es f' (x) =
1 1
Vet ts
. | | | Verdadero | Falso
Si f(z) = i + pt entonces f'(z) = > +
1 1
25 — BE
Verdadero | Falso
La derivada de f(z) = cos(lnz) es f'(z) =
sen (Inz).
1 ) Verdadero | Falso
Si f (z) = e, entonces f' (x) = e 2.
Verdadero | Falso
La derivada de h(z) = sen?(tgz) es I (z) =
sen (2tg )
cos?x
Verdadero | Falso
Si h(z) = In (log (z*)) entonces I (z) = Aloge
xlog xt
La funcién f(z) = 2? — 2z tiene un méaximo en | Verdadero | Falso
r = —1.
La funcién f(z) = 2° — 2z es decreciente en | Verdadero | Falso
(—o0, 1).
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