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1. Introducciéon y objetivos

El Algebra estudia estructuras, relaciones y cantidades y es
una rama principal de las Matematicas. La Geometria estudia
abstracciones del espacio como son: puntos, rectas, planos, cur-
vas, superficies, etc.

Los temas de este bloque, presentados de forma esquemati-
ca y sintética, son muy relevantes en el estudio de cualquier
materia de primer curso de Escuelas de Ingenieria y Faculta-
des de Ciencias. Dicho bloque pretende recopilar de forma re-
sumida los principales conceptos y técnicas fundamentales del
Algebra Lineal Baésica con el fin de proporcionar un material de
apoyo para afrontar cualquier otro estudio superior de Algebra.
Los temas relativos a Geometria son muy puntuales y se pueden
complementar con otros bloques.

Al final del bloque se presentan varios medios bibliograficos,
considerados de facil manejo para profundizar o ampliar los con-
ceptos presentados y otros no senalados por problemas de espa-
clo.

1.1. Objetivos

En este bloque de contenidos se pretende por un lado y de
forma especifica:
= promover la formacién bésica en algebra lineal,

= reconocer y fijar los objetos algebraicos fundamentales,
= proporcionar algoritmos y métodos de resoluciéon basicos,
= recordar ciertos conceptos geométricos,

y, por otro lado, de forma mas general:



Elvira Herndandez Garcia Curso 0 Mateméticas m

» familiarizar al estudiante con el lenguaje matematico y el
aparato légico-formal-deductivo,

» utilizar el formalismo matematico,

» adquirir fundamentos para enfrentarse al estudio de cual-
quier asignatura de matematicas.

Versién: Octubre 2012.

Elvira Hernandez Garcia
ehernandez@ind.uned.es
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2. Prueba de autodiagndéstico

Haga el test siguiente de Verdadero o Falso para saber el nivel
de conocimientos que tiene en este bloque.
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215
3 2 4

19 24 23
19 31 29

7
4 = | |Verdadero| | |Falso
1

W N =
(G2 B O RN @)

Sean A y B matrices cuadradas del mismo ||Verdadero| | |Falso
orden, entonces: (A+B)? = A*+B*+2AB

Siempre existe el determinante de una ma- | [Verdadero| | |Falso

triz
Verdadero| | |[Falso
44 +4 5
_— = —
x2—4
210
) 2 3 2
El rango de la matriz 1129 | 3 Verdadero| | |[Falso
8 8 4

El sistema x +y — 2z = 1; x4+ 2y — 2z = 0; | |Verdadero| | |Falso
xr—1y—2z = 1 es compatible indeterminado

La ecuacién 22 + 42 + 22 = 4 define una ||Verdadero| | |Falso
circunferencia

El vector (—1, —2, —1) es perpendicular al | [Verdadero| | |Falso
plano definido por x + 2y +z =1

Verdadero| | |[Falso
dr + 4 2 20 + 4

1236 25—6 (z —3)(z +3)

2? — 3> = 0 define una hipérbola y 3?> = z | |Verdadero| | [Falso
una parabola
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Si ha tenido muchas dificultades y el nimero de respuestas
correctas no le parece aceptable, debe hacer de forma ordenada
todas las fichas que encontrara a continuacion. Si sélo ha tenido
dificultades en algunos casos, localice las fichas correspondientes
y repaselas. Si ha respondido todo correctamente puede pasar a
otro bloque.
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3. Contenidos

3.1. Ficha 1: Matrices

Definicién | Una matriz es un objeto de la forma
aj; a1 ... QAip
A — . . . .

Am1 Am2 ... Qmp

donde m, n € Ny a;; son sus elementos. El orden (o dimen-
sién) de la matriz A es m x n. Posee m filas y n columnas.

La columna j—ésima de A es (ayj, ..., an;), y la fila i—ési-
ma de A es (a;,...,a;,). De forma abreviada se denota

Si a;; € R para todo i, j, entonces la matriz A se llama
matriz real.
En este bloque siempre consideraremos matrices reales.

M5 denota el conjunto de matrices (reales) de orden m x n.

Tipos| Si n = m entonces A es una matriz cuadrada.

e La diagonal principal de A es (aiy,...,a,,). La suma
de los elementos de la diagonal se llama traza de A.

e Si los elementos debajo (resp. encima) de la diagonal
principal son todos nulos, entonces A es triangular su-
perior (resp. inferior).

e Si a;; = aj;; para todo 7, j, entonces A es simétrica.

e Sia;; = —aj; paratodo i, j, entonces A es antisimétrica
o hemisimétrica. (Notese que debe ser a;; = 0, Vi).
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e La matriz identidad de orden n, I,,, es una matriz cua-
drada de orden n tal que los elementos de la diagonal
principal son unos y el resto son ceros.

e La matriz nula de orden n, 0,, es una matriz cuadrada
de orden n tal que todos sus elementos son ceros.

A € M,,«, es escalonada por filas si el primer elemento
no nulo de cada fila se encuentra a la derecha del primer
elemento no nulo de la fila anterior y las filas nulas, si las
hay, estan al final.

La matriz escalonada no es tnica.

A es escalonada reducida si es escalonada y, ademds, en ca-
da fila el primer elemento no nulo vale 1 y cumple que todos
los elementos por debajo y por encima de ¢l son ceros.

La matriz escalonada reducida es tinica.

De igual forma se puede definir la matriz escalonada y es-
calonada reducida por columnas.

Se dice que B € M, es una submatriz de A € M,, ., sien-

Operaciones

dor <my s <mnsiB se obtiene mediante la interseccion
de r filas de A y s columnas de A.

Si A, B, € M,,«n, la matriz SUMA C = A+ B es de orden
m X n 'y estd definida por ¢;; = a;; + bi; Vi, j.
PROPIEDADES: conmutativa, asociativa, elto. neutro y elto.
opuesto.

Si A € R, la matriz PRODUCTO POR NUMERO REAL D =
AA es de orden m X n y estd definida por d;; = Aa;; Vi, .
PROPIEDADES: distributiva respecto a la suma de matrices,
distributiva respecto a la suma de reales, asociativa respecto
a los reales y elemento unidad.

SiAe M,y B € M,y lamatriz PRODUCTO P = AB

9
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es de orden m X r y sus elementos estan definidos por

n
pij = Zaikbkj-
k=1
PROPIEDADES: asociativa, distributiva respecto a la suma
de matrices y asociativa respecto al producto de un niimero
real. Ademsds, en el caso de matrices cuadradas (n = m) se
cumple la propiedad elemento unidad.

Obsérvese que el producto de matrices NO cumple las propie-
dades conmutativa y elemento opuesto.

Traspuesta

Operaciones elem.

Se llama matriz traspuesta de A € M,,,, a la matriz A’ =
(ai;) € Muxm tal que aj; = ay;, es decir, la fila i—ésima de
Al es la columna i—ésima de A Vi.

PROPIEDADES: (A + B)! = A' + B'; (AB)! = B'A’;
((A))" = A;

una matriz cuadrada A es simétrica si y sélo si A = A’
Las siguientes operaciones en una matriz A € M,,x, se
llaman operaciones (o transformaciones) elementales por
filas (resp. columnas):

1. Permutar dos filas (resp. columnas),
Fi < I,
2. Multiplicar una fila (resp. columna) por un real no nulo
F; — AF; con A # 0.

3. Reemplazar una fila F; (resp. columna) por la suma de
ella més un multiplo de otra AF}, F; — F; + AF}. De
forma mas general (considerando todas las m filas)

Fi— F+M P+ A Fia+ A Fia+ o+ A Fn.

10
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Estas operaciones elementales permiten de forma mas sen-
cilla: resolver sistemas de ecuaciones, calcular el rango y la
matriz inversa (si existe) de una matriz.

Escalonar| Escalonar por filas una matriz A € M,,, consiste en re-

Rango

ducir A a una matriz escalonada por filas mediante opera-
ciones elementales por filas.

El rango de una matriz A € M,,«, es un ntmero natural,
rang(A), y es el nimero de filas (resp. columnas) NO nulas
de la matriz que se obtiene al escalonar A por filas (resp.
columnas).

El rango de una matriz también se calcula mediante el de-
terminante (Ver Ficha Determinantes).

Las operaciones elementales por filas (resp. columnas) de
una matriz A dejan invariante el rango de A.

|M. Inversa| Se llama matriz inversa de una matriz cuadrada A € M,

a la matriz A=! tal que A7 1A = AA" = 1,.

La matriz inversa NO siempre existe y si existe ésta es Uni-
ca.

Si A posee matriz inversa se llama regular. En caso contra-
rio se llama singular.

PROPIEDADES: (AB)™! = B 1A L ((A)"H)™1 = A,

A~1 existe si y s6lo si rang(A) = n. Para el calculo de la
matriz inversa ver la Ficha de Determinantes.

11
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Ejemplo 1. Sea la matriz de orden 3 x 2 definida por

1
A= 2
1

=W DN

entonces su matriz traspuesta A’ es de orden 2 x 3 y es:

, (121
A_(234'

12
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Ejemplo 2. Una empresa fabrica tres tipos de productos: A,
B, y C. Se sabe que ha producido 23 unidades del producto
A, 16 del producto B y 10 del producto C. Por otro lado,
para fabricar un producto del tipo A se requieren 7 horas de
trabajo, del tipo B 9 horas de trabajo y del tipo C' 11 horas
de trabajo. Calcular el coste total para manufacturar dichos
productos sabiendo que el coste de cada unidad de producto
es 45 euros y el coste de cada hora de trabajo 60 euros.

Es claro que:
el coste del producto A es: 23 -45+ 7 - 60 = 1455,
el coste del producto B es 16 -45+9 - 60 = 1260 y

el coste del producto C es: 10-45+ 11 - 60 = 1110.
El coste total se puede representar por la matriz fila

(1455 1260 1110 ).

Si el coste de unidad de producto y de la hora de trabajo se
representa por la matriz fila ( 45 60 ) resulta que el coste to-
tal pedido se puede calcular mediante el siguiente producto:

23 16 10
(45 60)(7 9 11)2

(45-23+60-7 45-16+60-9 45-10+60-11 ) =

(1455 1260 1110 ).

Notese que este ejemplo ayuda a explicar la definicion del pro-
ducto de matrices.

13
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1 4

Ejemplo 3. Sean A = < 5 1

c d

(ea)(a1)=(01)

o equivalentemente,

a+2b da+b\ (10
c+2d 4c+d ) \N0 1 )°

Si A7l = ( a b ) entonces A~ debe cumplir

), calcular A~! si existe.

[gualando los elementos que ocupan el mismo lugar resultan

las siguientes igualdades:
a+2b=4c+d=1 y 4da+b=c+2d=0.

Resolviendo se obtiene:

14
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1 2 2 2 21
Ejemplo4.SiA=| 2 3 4 |yB=| 1 3 4 |, calcular
1 4 2 31 2
2A— B, ABy BA.
Por definicion:
2A— B =
1 2 2 2 21 2—2 4-2 4—-1
212341 —-1134]|=14-16-38—-4]=
1 4 2 31 2 2—3 8—1 4-2
0 2 3
3 3 4
-1 7 2
1 2 2 2 21
Ademas AB=1| 2 3 4 1 34 |=
1 4 2 31 2
2+2+6 24+6+2 14844 10 10 13
443412 4+9+4 2+1248 | = | 19 17 22
24+4+6 2+1242 1+16+4 12 16 21
Anélogamente se obtiene:
7 14 14
BA =1 11 27 22
7 17 14

Obsérvese que con este ejemplo se comprueba que el producto
de matrices no es conmutativo.

15



Elvira Herndandez Garcia Curso 0 Mateméticas m

Ejemplo 5. Escalonar por filas la matriz A =

N DN

DO —

W W W
o

calcular su rango.

Se trata de realizar operaciones elementales por filas de A para
obtener una matriz escalonada.

Como aq; no es nulo, el primer paso es obtener as; = 0 (un
cero en la segunda fila). Para ello, por ejemplo, la segunda
fila I3 se sustituye por ella menos la tercera Fr — Fy) — F3 y

1 4 3
resulta: | 0 —1 O | . En el siguiente paso, hay que obtener
2 2 3

asz; = agy = 0 (dos ceros en la tercera fila). Para obtener asg; =
0, basta con sustituir la tercera fila por ella menos dos veces

1 4 3
la primera, F3 — F3 — 2F}: 0 -1 O . Para obtener
0 —6 —3

azo = 0, a la tercera fila obtenida se suma 6 veces la segunda
fila, F3 — I3+ 6F; y resulta una matriz escalonada

1 4 3
0 -1 0
0 0 -3

Entonces rang(A) = 3.

Notese que la matriz escalonada NO es tnica.

Ejercicios propuestos

2 1

Ejercicio 1. Sea A = ( 13

) . Calcular A" y A1 si existe.

16
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21 1 21
Ejercicio 2. Sean A= | 1 3 | y B = ( ) . Cal-
13
3 4
cular AB, BAy A — 3I;.
4 10 6 2
Ejercicio 3. Sean A= 1 2 1 | yB= . Calcu-
135
351
lar 3A y BA.
2 1
Ejercicio 4. ;Cuantas submatrices cuadradas tiene A = | 1 2
1 4
Soluciones
. s _— . 2 —1
Solucion 1. Por definicion: A" = L3 ) Para calcular la

: b :
inversa de A, se supone que A7! = ( CCL d) y se impone la

condiciéon de matriz inversa, es decir, a b 2 1y _
c d -1 3

01

elemento a elemento e:{l 12} identidad anterior resulta:

B a b 2
Al = = I
7

1
( 0 ) Después de hacer el producto de matrices e igualar

|w\1|._

c d =

Solucién 2. La matriz A tiene dimensién 3 x 2 y la matriz B 2 X
4. Por tanto no es posible realizar las operaciones: BAy A—315.

21 1 211
La matriz AB de dimension 3 x 4 es: 1 3 =
5 4 1 35 2

17



Elvira Herndandez Garcia Curso 0 Mateméticas m

2+1 4+3 245 2+2 3 7 7 4
1+3 249 1+15 1+6 | = 4 11 16 7
3+4 6+12 3420 3+8 7 18 23 11

Solucién 3. La matriz A es cuadrada de orden 3. El producto

3-4 3-1 3-0 12 3 0
3A=1|3-13-2 31 |]=1| 3 6 3 | yelproducto BA,
3-3 3-5 31 9 15 3
410
(6 2 1) Lo :(24+2+3 6+445 2+1):
1 35 - 4+3+15 14+6+25 3+5

29 15 3

22 32 8 )
Solucién 4. En total posee 9 submatrices cuadradas. Seis de
orden 1 definidas cada una de ellas por cada elemento a;; de A,

es decir, (2), (1), (1), (2), (1), (4) y tres de orden 2: <? 21 ),

(i) (Ed)

18
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3.2. Ficha 2: Determinantes

Consideremos A = (a;;) € M, x, una matriz cuadrada.
El determinante de una matriz A cuadrada es un nimero real y
se denota por |A|.

Definicién. n < 3| Si A = ( a ) entonces |A| = ay;.

. aip a2
Si A= entonces |A| = aj1a29 — aj2a91.
21 G22

a11 a2 Aais
Si A= | a1 as ass | entonces |A| es:
az1 ag2 ass

11Q22033 1+ 21432013+ A12A23031 — A13022031 — A23G32011 — 021 A12033.

Adjunto| Se llama adjunto de un elemento a;; € A y se denota por
A;; al determinante de la matriz de orden n — 1 que resulta
de eliminar en A la fila ¢ y columna j afectado del signo +
si ¢ 4+ 7 es un numero par o del signo — si 2 + j es impar.
Se llama matriz adjunta de A y se denota por Adj(A) a la
matriz que resulta al sustituir cada elemento a;; por A;;.

El determinante de A desarrollado por la fila i—ésima es:

Al = anAin + -+ + @A

El determinante de A se puede calcular de varias formas.

Propiedades| Si A es una matriz cuadrada, se cumple:

e Sien A realizamos operaciones elementales por las filas
o columnas (ver Ficha Matrices) el determinante de la
matriz que resulta al hacer la nueva operacién verifica
las siguientes propiedades:

19
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o Si se realiza la operaciéon elemental 1,
el determinante es el mismo cambiado de signo.

o Si se realiza la operacién elemental 2,
el determinante queda multiplicado por .

o Si se realiza la operaciéon elemental 3,
el determinante es el mismo.

e Si A tiene alguna fila F; tal que
Fi=M M+ + X NaF 0+ iaFi+- -+ F, (1)

con A; € R, entonces |A| = 0.
Si F; cumple la expresiéon anterior (1) para ciertos A;

se dice que la fila i—ésima es combinacién del resto de
filas.

Las propiedades anteriores son validas si se reemplaza fila
(F;) por columna (C;).

Al = A", [In] =1y [0n] =0.

2 SiBE My v AER, |AB| = |A||B| v M| = \"|A].

Aplicaciones

El determinante es una herramienta 1til para el calculo de
matriz inversa y rango de una matriz.

| Matriz inversa| La matriz A posee matriz inversa A~ si y sélo si |A| # 0.

Ademas

L agiayy.

Al =
4]

En particular como AA~! = I,,, teniendo en cuenta las propie-
dades del determinante resulta

1
A7 ==
4]

20
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Se llama menor de A al determinante de una submatriz
cuadrada de A. El orden de un menor es el orden de la
submatriz asociada a dicho menor.

Rango| El rango de A, rang(A), es el mayor de los 6rdenes de sus
menores no nulos.
Teniendo en cuenta las propiedades del determinante:

e Para calcular el rango de un matriz se pueden eliminar
la filas (resp. columnas) que son combinacién del resto
de filas (resp. columnas).

e El rango de una matriz no varia si se realizan transfor-
maciones elementales entre sus filas o columnas.

e rang(A) = rang(A").

Noétese que el rango de una matriz no puede superar al namero
de filas o columnas que posee.

1 92 1 2 4
Ejemplo 6. Sea A = yB=1[2 6 3
3 4 5 —1 3

Entonces:

Al=1-4—-2-3=4—-6= -2,
IB|=1-6-3+(—-1)-2:442-3-5—-4-6-5—(—1)-3-1-2-2-3 =
18 —-8+4+30—-120+4+3 — 12 = —&9.

21
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Ejemplo 7. Sean A y B matrices cuadradas de orden n. Cal-
cular la matriz

(A - B)~

Aplicando las propiedades asociativa del producto de matrices
resulta:

(A—B)2 = (A— B)(A—B) = AA— AB — BA + BB =
A~ AB— BA - B

Notese que como el producto de matrices NO es conmu-
tativo, en general, AB # BA por tanto:

(A— B)2# A? — 2AB + B,

22
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2 1 -1
Ejemplo 8. Sea A = | 1 —2 3 |. Calcular el determi-
4 2 =5

nante de A desarrollado por los adjuntos de la primera fila y
su matriz inversa (si existe).

o oy _ —2 3 1 3
Por definicion, |A| = 2‘ 9 _5 ‘_1‘ 4 —5

2(4) — 1(—17) — 1(10) =8+ 17 — 10 = 15.
Como el determinante de A es no nulo, 3 es el mayor de los

el

4 2

6rdenes de sus menores no nulos. Luego rang(A) = 3 y existe

A1, Como,

JE
15

solo falta calcular la adjunta de A.
10-6 —(-5—-12) 2438

[Adj(A)]',

Adj(A) = —(-5+2) -10+4 —(4—4) —
3—2 —(6+1) —4-1
4 17 10
3 —6 0 . Entonces
1 -7 -5
4 3 1
[Adj(A)]t: 17 —6 -7
10 0 -5
y
4 1 1
5 5 15
A= & 5 =
: 0 3

23
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Noétese que la matriz inversa de una matriz A si existe es
Unica.

10

Ejemplo 9. Calcular el rango de la matriz | 3 4

El rango es 3 porque el unico menor de orden 3 es NO
nulo ya que

=8+124+0-8—-4=28.

e N
DN = O
O DO DO

Ejercicios propuestos

1 4 3

Ejercicio 5. Calcular las matrices inversasde A= | 2 1 3

2 23
3 3 2
yB=|1 2 2
03 4

Ejercicio 6. Calcular el determinante de

3320
0221
A= 026 2
1223

24
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Ejercicio 7. Calcular el rango de

10 1 2
10 1 2
A=1o01 2 1
13 -5 -1

Ejercicio 8. Sea A una matriz triangular superior de orden 3
cuyos elementos de la diagonal principal son no nulos. ; Podemos
asegurar que existe A~1?

Soluciones

Solucién 5. Como |A| = 3 se tiene
1
A= g[Adj(A)]t-

La matriz adjunta de A es

-3 0 2
—6 =3 6
9 3 -7
por tanto
-1 -2 3
At= 0 -1 1
2 9 _I

Sin embargo B! no existe porque |B| = 0.

Solucion 6. El determinante de A desarrollado por los adjuntos
de la segunda fila es

320 3
0(-1)|2 6 2|+2]|0 +2(—1)
2 3 1

DO O DN
w N O
_ o W
DO N W
w N O
_I_
—
_ o W
DO N W
O O N

2
2

25
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Luego
|A| =0+92 —24 — 10 = 58.

Solucién 7. El rango es 2. Como la primera y segunda fila son
iguales, se puede eliminar una de ellas.

Ademas, la tercera fila F5 = %Fl + %F4, es decir, la F3 es com-
binacion del resto de filas. Por tanto, también se puede eliminar
F3. Entonces, de acuerdo con las propiedades de los rangos:

1 0 1 2
1 0 1 2
rang(A) = rang 01 9o 1 | =
1 3 -5 -1
1 0 1 2
rang | 0 1 =2 —1 | =
1 3 -5 —1

13 -5 —1
la matriz anterior, se obtiene que rang(A) = 2.
Compruébese que todos los menores posibles de orden 3 de la
matriz inicial son nulos.

rang ( Lol 2 ) = 2. Utilizando menores de orden 2 de

Solucién 8. Si porque su determinante es no nulo ya que el
determinante de una matriz triangular se obtiene multiplicando
loa elementos de la diagonal principal.

26
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3.3. Ficha 3: Polinomios

Definicién| Un polinomio de coeficientes reales P(z) de grado n en x
es una expresion de la forma

P(z) = apa” + ap1x" ' + -+ e + ag

siendo a; € R Vi. Los elementos q; se llaman coeficientes
de P(z), los términos a;z’ se llaman monomios del polino-
mio y x es la variable del polinomio (a cada real a € R le
corresponde un valor P(a)).

Si el grado es 2, n = 2, el polinomio se llama cuadratico.

En particular, a € R es un polinomio de grado 0.

Sean P(x) y Q(x) dos polinomios en x.

Operaciones| El polinomio suma P(x)+Q(x) y se obtiene sumando término

a término los coeficientes de P(z) y Q(x). El producto de
polinomios P(z) - Q(x) se obtiene al sumar los productos
de cada término de P(z) por todos los términos de Q(z).
El cociente de polinomios gg g se obtiene aplicando el algo-
ritmo de la division.

Recuérdese que el método de Ruffini permite calcular el co-
ciente y el resto de la division del polinomio P(z) y (z — «)

siendo a € R.

Nétese que P(z) = Q(x) si y sélo si son iguales monomio a
monomio.

[Raiz] Se dice que a € R es una raiz real de P(x) si P(a) = 0.
Si a es una raiz de P(z) entonces P(x) = (xr—a)Q(x) siendo
Q(x) el cociente de P(z) y (x — a).
El polinomio (x — a) se llama factor lineal de P(x).
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Un polinomio de grado n tiene a lo més n raices.
Raices de un polinomio cuadrético: sea ax?® + bx + ¢ = 0,
entonces sus raices se calculan por la férmula

—b+ Vb? — 4ac

2a

Recuérdese que si a, b € R entonces (a — b)? = a® + b? — 2ab,
(a+b)?=a*+b+2aby a*—b*= (a+0b)(a—b).

Obsérvese que un polinomio P(x) puede no tener raices reales.
Por ejemplo z? + 1.

| Factorizacién| Un polinomio P(z) se llama reducible si se puede descom-
poner en producto de polinomios de grado menor que P(x).

Factorizar un polinomio P(z) consiste en expresar dicho polino-
mio P(x) como producto de polinomios irreducibles.

Se puede factorizar un polinomio P(z) a través de sus raices.
(Un método de factorizacion es el Método de Ruffini).

| Pol. Racionales| Sean P'(z) y Q'(x) polinomios en .
OPERACIONES.
Para realizar la suma

P@) P

Q(z) Q'(z)
se reduce a comun denominador.
Por otro lado, se cumple:

P@) Plr) _ P): P)
0w QW - 0w W
' P@) Pl) P Q)
0 Q) Q) Py
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Ejemplo 10. Sean

Piz)=2r—1 y Qz)=2°—22°—1z-2.
Calcular P(z)-Q(z), P(x)+Q(x), P(x) —Q(x), 3P(x) y
Se verifica:
P(x) - Qx) =2z —1)(23 - 22> — 2 — 2) =

2r(x3 — 202 —x—-2)—1(z® - 222 -z - 2) =
2zt — 423 — 222 —dx — 23+ 222+ +2=22*— 523 — 3z

Px)+Q(z) =2z — 1423 —222 -2 —2=
-2+ 2-1)z+(-1-2)=23—-222+z -3,

Plx)—Qzx)=2x—1— (2> -222 -2 -2) =
= D AR R

3P(z) = 6x% — 3.
Por 1ltimo, aplicado el algoritmo de la divisién resulta

P(z) 27 — 1 2 4~ 8 2z-1
es decir, el cociente es
b 9. 1
4 8
y el resto es
23
8

29
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Ejemplo 11. Calcular la suma de polinomios racionales

r—1 +:1:—|—3
(x—2)2 x—1

Para sumar fracciones se reduce a comtun denominador, es de-
cir, se hallan otras fracciones equivalentes a las originales de
forma que tengan todas igual denominador.

Para ello, se calcula el minimo comtun multiplo de los denomi-
nadores que en este caso es

(z —2)*(x —1).

Entonces se obtiene:

r—1 +x+3: (z—-1)(@—-1)  (z+3)(z—2)" _
(=22 z-1 (z—-2)2%(z—-1) (x—2)>2(x—-1)

(x —1)2+ (z + 3)(z — 2)?
(z—2)*(z —1) '
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Ejemplo 12. Simplificar

(x —2)2 23 — 422 + 51 — 2
24 7 (x —1)2

En primer lugar se comprueba si los polinomios numerador y
denominador son reducibles. En efecto, se cumple que

2’ —4=(zx—2)(z+2)

luego
(z—-2)° (-2 -2
2—4 (z—2)(z+2) =z+2

Por otro lado,

£ —4r® + 5z — 2= (z — 1)*(z — 2).

Entonces

g —4z’ +52 -2  (z—1)*(z—2)

(z 1) @—_12 7%
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Ejemplo 13. Factorizar el polinomio cibico 2® — 2z + 1.

Utilizando el método de Ruffini se puede comprobar
que 1 es una raiz. En efecto,

10 -2 1 10 -2 1
1 1 1
| 1 | 11
10 -2 1 10 -2 1
1 1 1 1 1 1 -1
|11 -1 |11 -1 0

Por lo tanto 23 — 2z + 1 = (z — 1)(2? + z — 1). Segtin el
método de factorizacion de polinomios cuadraticos, las raices
del polinomio 2% + z — 1 son

—1+/12—4-1-(-1)
2 Y

145 . —1-+/5
7 Y T2

es decir, . Por consiguiente la factorizacion del

polinomio dado es

(@ (o 2V LEVE)
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Ejemplo 14. Expresar

r—D5
2 —5xr+6

como suma de fracciones.

En primer lugar se debe expresar el denominador como
producto de factores. Utilizando el método de factorizacion de
polinomios cuadraticos se tiene que 2 —5z+6 = (x—3)(x—2).
Por tanto podemos concluir:

r—9 B A n B
22—5x+6 x—3 x-—2

siendo A y B numeros reales. Para calcular el valor de Ay B
basta con establecer las igualdades que se obtienen al operar
en ambos términos. Como

A B Al®-2+B(z—3) Az+Br—24A-3B

x—3+x—2_ (z—-3)(z-2) z?2 — 5z +6
se tiene que:

r—5  Ar+Br—-2A-3B (A+B)z—-2A-3B
2 — 5246 2 — 51+ 6 2 — 5246 '
Luego

(A+ B)x —2A—-3B =1z — 5,
es decir, A+ B=1y —2A - 3B = 5.
Resolviendo se tiene A = —2 y B = 3. Entonces se concluye:
r—>5 =2 i 3
2—-5z+6 (z—3) (z-2)
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Ejemplo 15. Calcular

x—4.(x—|—1)2 v r—4 (z+1)°
r—1 (x—1)3 r—1 (xz—1)%

Por definicion de producto y divisién de polinomios resulta:

—4)(z+1)*  (z—4)(z+1)

£E—4'(£E+1)2:($ ( ) _

r—1 (=13 (z—-1)(z—-1)3 (x —1)*
T—4 (:):—|—1)2: (x—4)(:1:—1)3: (x —4)(z —1)?
r—1 (x—1)3 (x—1)(x+1)2 (x+1)2

Ejercicios propuestos

Ejercicio 9. Calcular el grado de 223+ 2! — 2 +4— 2% — (23 —2).

Ejercicio 10. Factorizar 2 — a?, 2% 4 2ax + a? y 2> — 2ax + a>.

Ejercicio 11. Calcular la suma

x n 1 n 2
r—2 x—-3 (r—2)%

Ejercicio 12. Calcular la divisién

2 —4x+5
x—2

Ejercicio 13. Hallar las raices de z* — 323 — 322 + 112 — 6.
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Soluciones

Solucién 9. En primer lugar hay que simplificar el polinomio
dado y reescribirlo de la forma general de un polinomio. Se cum-
ple que

208 + ot —x +4— 2 —2(2® - 2) = 2% + 2.
Es decir, el grado es 3.

Solucién 10. Se verifica que

22 —a® = (v — a)(z + a),

r? 4 2ar + a* = (z + a)*
2% — 2az + a® = (v — a)’.

Solucion 11. Reduciendo a comiun denominador se obtiene:

T 1 2

x—2+x—3+($—2)2:

z(zx —2)(x —3) (x —2)? 2(x — 3)
-2 —3)  (@-22z-3)  (@—2%z—3)

y operando resulta
2 — 4o + 4w — 2
(z—=2)*(z-3)
Solucién 12. Como 2% —4x + 5 = (x — 2)? 4+ 1 se concluye que
x? — dx r—2)2+1 x —2)? 1 1
$—2+5 - ( x—)2+ - ($—2) +$—2 :x—2—|—$_2.
Solucién 13. Las raices son 3, 1 (doble) y —2. Por tanto

gt —32° =32 + 1lx — 6 = (v — 3)(z — 1)*(x + 2).
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3.4.

Ficha 4: Sistemas de Ecuaciones Lineales

Definicién | Una ecuacién lineal (real) con n incégnitas es una expresion

de la forma
a1x1 + asxs + - -+ apxy, =0

siendo a; € R Vi y b € R. Los elementos x; se llaman
incognitas y b término independiente.

Un sistema de m ecuaciones lineales (reales) y n incognitas
es un conjunto de m ecuaciones lineales (reales) de la forma:

a11x1 + ajaxs + -+ - + a1y, = bl
o . . (2)

Am1T1 + ApaXe + - - - + QppTy = bm

siendo a;; € Ry b; € R.

Solucién| Si existen numeros reales (aq,...,a,) tales que z; = o

S. Equivalentes

para cada ¢, verifican las m ecuaciones lineales se dice que
(v, ..., ay) es una solucién del sistema (2).

El sistema (2) puede tener solucién (compatible) o puede
no tener solucién (incompatible).

Cuando existe solucién solo pueden suceder los casos si-
guientes:

e Existe una unica solucién. Compatible determinado.

e Existen infinitas soluciones. Compatible indetermina-
do.

El conjunto de todas las soluciones del sistema (2) se llama
conjunto de soluciones del sistema.

El sistema (2) es equivalente a otro sistema de n incégnitas
si ambos poseen el mismo conjunto solucién.
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Transf. posibles

Denotamos por &; la ecuacién i-esima del sistema (2), es
decir:

& = anw + apre + -+ appx, = b;.
Las siguientes transformaciones entre las ecuaciones del sis-
tema (2) proporcionan sistemas equivalentes a (2).

e Permutar ecuaciones del sistema, &; <+ &;

e Multiplicar una ecuacién por un nuimero real no nulo,
e Reemplazar una ecuacion por la suma de ella y una
combinacion del resto de ecuaciones,

Ei—= &+ &+ F A&+ A€ + -+ A&

e Eliminar una ecuacion &; que se obtiene mediante una
combinacién de las otras ecuaciones. Es decir, si
E=ME+ -+ N+ A& + -+ ANE,
entonces la ecuacion &; se llama redundante y se puede
eliminar del sistema inicial.

ay; -+ Qip
|M. Asociadas| La matriz de coeficientes A = oo y la ma-
am1 - Gmp
ai; - a, by
triz de coeficientes ampliada A* =
Am1 - Gmp bm

| Clasificacién| Si rang(A) = rang(A*) es compatible (Teorema de Rouché-

Frobenius).

Si rang(A) # rang(A*) es incompatible.

Si rang(A) = rang(A*) = n es compatible determinado.
Si rang(A) = rang(A*) < n es compatible indeterminado.
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| Resolucién| Resolver un sistema es hallar su conjunto de soluciones.
Existen varios métodos de resolucién del sistema (2).
REDUCCION. Se eliminan las ecuaciones lineales que se ob-
tienen como suma de otras.
SUSTITUCION. Se despeja una de las incégnitas en funcién
de las otras y se sustituye su valor en las otras ecuaciones.
ELIMINACION GAUSSIANA. Consiste en transformar el sis-
tema dado en otro equivalente cuya matriz de coeficientes
ampliada es escalonada.

Para obtener dicho sistema se escalona por filas la matriz
de coeficientes ampliada A*.

Notese que escalarizar por filas la matriz A* consiste en ob-
tener un sistema equivalente al inicial teniendo en cuenta
en qué consisten las transformaciones elementales de una
matriz y las transformaciones posibles entre ecuaciones de
un sistema.

El sistema obtenido es de tipo triangular y se resuelve facil-
mente mediante sustituciones hacia atrés.

REGLA DE CRAMER. Si n = m y rang(A) = n, entonces
la solucién del sistema (es tnica) se obtiene mediante la

formula
ay - ap-1 by ari4+1 -+ Aip
an1 -+ Qpi—1 by ati+1 - Qnn
XT; =
Al

para cada 1.
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Ejemplo 16. Clasificar y resolver sistema

2r —3y = 5
r —y =1
por el método de sustitucion.

La segunda ecuacion del sistema es equivalente a © = 1 + y.
Llevando esta relacion a la primera ecuacion resulta
2(1+y) — 3y =5, es decir, 2+ (2 — 3)y = 5. Entonces

3

=2 =_3
]

(Y
Teniendo en cuenta la primera ecuacion resulta
7= 1 == =7

En conclusion, el sistema dado es un sistema compatible de-
terminado y la solucion es

W= =24, 9 = =3
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Ejemplo 17. Resolver el sistema

x —7 = 4
z —y +z =1
3z —y —2z = 5

por reduccién.

La tercera ecuacion es redundante porque se obtiene su-
mando a la segunda dos veces la primera. Es decir, la
ecuacion &3 se obtiene realizando las operaciones & + 2&;.

Por tanto el sistema dado es equivalente al sistema de dos

T —z = 2
z -y +z =1

En la expresién anterior (sustituyendo) resulta:

ecuaciones:

r=24+224+2—y+2=1,
es decir,
W= 24z = 1=F22

Entonces, el sistema es compatible e indeterminado y las solu-
ciones dependen de un parametro A. El conjunto de soluciones
es

r=24+Ny=14+2\ 2z=2A

siendo )\ € R.
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Ejemplo 18. Resolver sistema

ar —3Yy = 5
r +y =1

segun el valor del pardametro a.

Utilizaremos el Teorema de Rouché-Frobenious.
Para ello se calcula el rango de la matriz de coeficientes

A:(T—f’).

Como |A| = a+ 3 hay que diferenciar los casos en que a = —3
y a # —3.
Caso a = —3. Se tiene rang(A) = 1 y el rango de la matriz de

coeficientes ampliada
. (-3 =35
A _< 1 1 1)
es 2 porque ‘ _13 ? ‘ £ 0.

Por lo tanto, el sistema es incompatible si a = —3.

Caso a # —3. En este caso, el sistema es compatible deter-
minado porque rang(A) = rang(A*) = 2 y 2 es el nimero de
incognitas.

41



Elvira Herndandez Garcia Curso 0 Mateméticas m

Ejemplo 19. Resolver el siguiente sistema mediante la regla

de Cramer
x -y +z =1
2 -y +z = 0
z 42y —2 = 0

En primer lugar comprobemos que se trata de un sistema com-
patible determinado. En efecto, ya que

1 -1 1
2 =1 1 |=1
1 2 -1

se cumple que rang(A) = rang(A*) = 3 y 3 es el nimero de
incognitas.
Aplicando la regla de Cramer resulta

1 1 -1 1
x= - -1 1 |=-1,

1

0 2 -1

11 1

y=—-12 0 1 |=3,

10 —1

| 1 -1 1

1 2 0

La solucibonesx = —1 y=3 z=25.
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x 2y 42z =1
Ejemplo 20. Resolver sistema x —Zz 2 por
2z +4y = 3

eliminacion Gaussiana.

Se trata de escalonar la matriz de coeficientes ampliada

12 1 1
A= 10 -1 2
24 0 3

En primer lugar la segunda fila F, se cambia por ella me-

nos la primera fila, es decir, Fo — F, — F} y resulta
1 2 1 1

0 -2 -2 1
2 4 0 3
A continuacién, realizamos la trasformacion F3 — F3 — 2F, y
1 2 1 1
se obtiene una matriz escalonada [ 0 —2 —2 1 |. Enton-
0O 0 —-21

ces, el sistema dado es equivalente al sistema que tiene como
matriz de coeficientes ampliada la matriz escalonada:

r +2y +z2 =1
=20 =7 1.
—Jz = 1

El sistema anterior (de tipo triangular) se resuelve sustituyen-
do hacia atras. Despejando z en la tercera ecuacién resulta

z = —%. Llevando este valor a la segunda ecuacion se tiene
y = 0. Sustituyendo los valores anteriores en la primera ecua-
3

cion obtenemos x = o
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Ejercicios Propuestos

Ejercicio 14. Clasificar y resolver el sistema de ecuaciones

20 —y —2z =1

x +z = 2.

r -y —z = 3
Ejercicio 15. ;Un sistema de tres ecuaciones lineales con tres
incoégnitas homogéneo siempre es compatible determinado?
Ejercicio 16. Clasificar y resolver el sistema

—T -z =0

—xr -2y +2z = 0

r -y +z =0
Ejercicio 17. Dado un sistema de dos ecuaciones lineales con
tres incégnitas. Decidir qué tipo de sistema puede ser y dar
ejemplos.
Ejercicio 18. Clasificar y resolver

r -y —2z =1

2 -2y +=z

r +y —2z2 =0

I
o

Soluciones
2 —1 =2

Solucion 14. Elrangode lamatriz | 1 0 1 es 3 porque
1 -1 -1

su determinante vale 2 luego el sistema es compatible determi-
nado. Sustituyendo z = 2 — z (segunda ecuacién) resulta el sis-
tema de dos incognitas 2(2 — z) —y — 2z = 1 (primera ecuacién)
(2 —2) —y — z = 3 (tercera ecuacién). Resolviendo se obtiene:

r=0, y=-5, z=2.
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Solucién 15. No. Un sistema (homogéneo o no homogéneo)
puede tener ecuaciones redundantes y por tanto puede ser inde-
terminado.

Solucion 16. Se trata de un sistema homogéneo luego es com-
patible porque siempre posee la solucién nula. Ademas, es de-
terminado porque el rango de la matriz de coeficientes es 3 ya
que el determinante es no nulo (vale —3). Como la solucién es
unica se concluye que es: x =0, y =0, 2 = 0.

Solucién 17. La matriz de coeficientes A es de dimensién 2x3 y
la dimension de la matriz ampliada A* es 2 x 4. Entonces puede
ser incompatible (rang(A) = 1 y rang(A*) = 2) o compatible
indeterminado (rang(A) = rang(A*) = 2) pero nunca puede ser
compatible determinado porque rang(A) < 3.

Solucién 18. Sistema compatible determinado porque

1 -1 =2
2 -2 1 | =-10.
1 1 -1
Su unica solucion es:
—1 -3 -2
r = —", Y= —r 2= —".
10 10 5)
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3.5. Ficha 5: Vectores, Rectas y Planos

En términos generales, un vector en el espacio R? (resp. en el
plano R?) es una terna ordenada (resp. un par de ordenado) de
nimeros (1, T2, x3) € R? (resp. (z1,22) € R?).

Si queremos precisar mas, es necesario considerar el concepto de
vector fijo y vector libre.
En esta ficha nos centraremos en vectores en el plano R2.
Vector Fijo| Un vector fijo AB en R? es un segmento orientado del plano
que tiene como origen A y como extremo B. Si A(a,az) y
B bl,bg 1@ bl — al,bg — ag)
El moédulo de zﬁ es la longitud de jﬁ

‘1@‘—"‘\/ bl—al bg—a2)2

(también a este médulo se le llama distancia del punto A
al punto B).

La direcciéon de /@ es la direccién de la recta que lo con-
tiene y el sentido de /@ es el definido por B.

| Vector Libre| Un vector libre es el conjunto de vectores del plano que
posee el mismo moddulo, direccién y sentido. Se trata de
una clase de equivalencia de los vectores fijos con la misma
direccion, modulo y sentido. Un representante de dicha clase

se denota por u.
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Operaciones

Sy //
A(1,1)

01237 01237
Vector Fijo E =(1,2) Algunos elementos del Vector libre u(1,2)

O N W
O W

Sean (u1,us), (v1,vs) € R? vectores del plano y un nimero
real (o escalar) A € R . Entonces (u1, us) + (v1,v2) = (ug +
U1, Uy + v2) v AMug, uz) = (Aug, Aug).

O W
O W

01237 0123%

Vector suma (1,3) + (2,2) = (3,5) Vector producto 2(2,1) = (4, 2)
(regla del paralelogramo)

Anélogamente, si (u1, ug, uz), (vi, v2,v3) € R?,

(u1, ug, uz) + (v1, v, v3) = (u1 + v1, uz + V2, Uz + v3)
y si A € R (escalar)

)\(ul, Uua, U3) = ()\ul, )\'LLQ, )\Ug)

| Combinacién lin.| Se llama combinacién lineal de los vectores {7y, ..., T} de

R3 al vector \\9; + - -+ + AU, siendo \; € R Vi.

Si un vector del conjunto {1, ..., 9,} se puede obtener co-
mo combinacién lineal del resto de vectores de {0y, ..., 0},
entonces {vy, ..., 0, } son linealmente dependientes.
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Recta en R?

Es caso contrario, se dice que {vy, ..., 7} son linealmente
independientes.

Un recta 7 en el plano R? estd determinada por un punto
P(xo,y0) vy un vector direccion @(uy, us).

Los puntos (x,y) que pertenecen a una recta se pueden ex-
presar de las siguientes formas equivalentes:

Vectorial: (x,y) = (xo, yo) + A(u1, us).

Paramétricas:

= A ) )
{ o To & Aty siendo A € R el parametro.

Yy = Yo+ Aug

Continua: =% = y;—fo

Cartesiana: aI:C + by + ¢ = 0, que se obtiene operando en la
anterior.

Ezplicita: y = mx + n, que se obtiene despejando y en la
anterior. La pendiente de la recta r es m.
Punto-pendiente: y — yo = m(x — x).

Recta de ecuacién cartesiana 6z — 8y +8 =0

Obsérvese que se puede obtener la ecuacién cartesiana eli-
minando el parametro de la expresion en paramétricas. Com-
pruébese como se pasan de una expresion a otra cualquiera.
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Plano en R?

Un plano 7 en el espacio R? est4 determinado por un punto
P(xo, 90, 20) y dos vectores directores linealmente indepen-
dientes u(uy, uz) y v(v1, va).

Los puntos (z,y,2) que pertenecen al plano 7 se pueden
expresar de las siguientes formas equivalentes:

Vectorial: (x,y, 2) = (2o, Yo, 20) + A(u1, ug, ug)+p(v1, v, v3).
Paramétricas:

r = X9+ A\up + puy
Y Yo + A\ug + pvy siendo A, p € R los pardmetros.
z = zg+ A\us + pus

Cartesianas: ax + by + cz +d = 0 siendo a, b, ¢, d € R. El
vector ni(a, b, ¢) es perpendicular al plano y se llama vector
normal al plano.

Obsérvese que eliminando o anadiendo parametros se puede
pasar de la expresién paramétrica a la expresion cartesiana
0 viceversa.

Sean r y s dos rectas del plano R? con pendientes m,. y m.

Si m, = my, son paralelas y si m,ms; = —1, son perpendi-
culares entre si.

Dos planos en el espacio pueden tener las siguientes posi-
ciones: coincidentes, paralelos (el sistema de las ecuaciones
dadas por cada plano es incompatible) o se cortan en una
recta (el sistema de las ecuaciones dadas por cada plano es
compatible indeterminado).
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Ejemplo 21. Dados los vectores A(2,4), B(3,5) y C(4,1).
Calcular los vectores fijos AB, AC'y BC'y sus médulos.

Por definicion:

AB(3—2,5—4)=(1,1) y |[AB| = +VIZ T 12 = +2,
AC(4 -2, 1—4) (2, —3) y|A‘c>*y_+\/22——+\f
BG(4—3,1-5)=(1,— y\@\zﬂ/T:ﬂf.
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Ejemplo 22. Sean los vectores (1,4), (2,3) y (2,5). Calcular
los vectores: (1,4) + (2,3), (2,3) + (2,5) y 3(2,3). Comprobar
si los tres son linealmente dependientes y si (1,4) y (2,3) son
linealmente independientes.

Se cumple:

3(2,3) = (6,9).

Los vectores dados son linealmente dependientes si uno de
ellos, por ejemplo (2,5) se puede escribir como combinacion
lineal del resto, es decir, si existen «, 8 € R tales que

o(1,4) + B(2,3) = (2,5).
En efecto, resolviendo el sistema que resulta de la igualad an-
terior, a 4+ 28 = 2; 4a + 33 = 5 se obtiene:
4 3
L= 5 y B= 5

Por tanto los tres vectores son linealmente dependientes.
Sin embargo (1,4) y (2,3) son linealmente independientes ya
que la ecuacién (1,4) = (2, 3) no tiene solucion.
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Ejemplo 23. Escribir las expresiones de la recta que pasa
por (1,3) y (2,2) y obtener la recta perpendicular a ella que
pasa por (1,1).

Un vector direccion de la recta se obtiene restando dos puntos
que pasan por ella, por ejemplo,:(u,uz) = (1,3) — (2,2) =
(—1,1).

Ezxpresion Vectorial:

(z,y) =(1,3)+ A(-1,1) A e R.

Paramétrica:
r=1—-XNy=3+\ AeER.
Continua:
r—1 y—3
1 =1
Cartesiana:
y+x—4=0.
Ezxplicita:
y=4—=z.

Punto pendiente:
y—3=—(x—1).

Cualquier recta perpendicular a ella tiene como pendiente

1

S
—1

m =

ya que —1 es la pendiente de r. Entonces la recta perpendicular
a r que pasa por el punto (1, 1) tiene como expresion
y—1=2x—1 (en forma punto-pendiente).
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Ejemplo 24. Sea el plano de ecuacion vectorial (x,y,z2) =
(1,0, 1)4+A(1,2,3)+1(2,0,2). Escribir las distintas expresiones
y hallar un vector normal al plano.

Paramétricas:

r=14+AX+2u,y=2)\, 2=14+3N+2u A\, p€R.

Cartesianas: se obtienen eliminando los parametros de la ex-
presion paramétrica. En este caso, es facil comprobar que

x+y=1+3\+2pu,

por tanto la expresién en cartesianas es: x + y = z 0 equiva-
lentemente
95 a0 4 = 2 = U

Un vector normal al plano es (1,1, —1) o cualquier miltiplo
suyo (2,2,—-2), (—=5,—5,5),...

Noétese que un punto del plano queda determinado para un
valor de A y un valor de p, por ejemplo, dos puntos del plano
son: (4,2,6) paraA=1ypu=1y(3,0,3) paraA\=0y u = 1.

Ejercicios Propuestos

Ejercicio 19. ;Es el vector (5, 8) combinacién lineal de los vec-
tores (1,1) y (1,2)7?

Ejercicio 20. Calcular el médulo del vector (1,2) + (3,4).

Ejercicio 21. Calcular la pendiente de la recta x = 2 + 3,
y=1—X\ X eR.
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Ejercicio 22. Calcular un vector normal del plano z = 1 4 2,
y = —3u, z=2siendo A\, u € R.

Ejercicio 23. Hallar el punto de corte de las rectas v —y = 2
y 20 —y = 4.

Soluciones

Solucién 19. Si porque (5,8) = 2(1,1) + 3(1, 2).
Solucién 20. El mdédulo del vector (1,2) + (3,4) = (4,6) vale
+v/4% 4+ 62 = +/52 = +2v/13.
Solucién 21. La pendiente de una recta aparece en su expresion
explicita. En este caso la ecuacion dada es en forma paramétrica.
Si se despeja el parametro de ambas ecuaciones, A = %2 y
A = —y + 1 se obtiene la expresion continua:

r—2

=

L-y
y operando se deduce:

1.5
= ——z+-.
y=73% T3

Entonces la pendiente de la recta dada es:

1
m=—=.

3
Solucién 22. Un vector normal es cualquier multiplo del vector

(0,0,1) ya que el plano dado tiene por ecuacién cartesiana
z =2
como se deduce de la ecuacién en paramétricas dada.

Solucién 23. El punto de corte es (2,0) debidoaque z = 2, y =
0 es la solucion del sistema

r—y =2 2x—y=4.
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3.6. Ficha 6: Cdnicas

Las conicas son casos particulares de la siguiente ecuacion
de segundo grado

azx® +bry +cy’ +dr +ey+ f =0

siendo x e y las variables y a, b, ¢, d, e, f € R. Sus puntos cum-
plen cierta propiedad geométrica en el plano R?. Estas curvas
también se conocen con el nombre de secciones cénicas porque
se obtienen al seccionar un cono con un plano.

Se clasifican en circunferencia, elipse, hipérbola y parabola.

‘Circunferencia‘ Una circunferencia es el conjunto de puntos P(z,y) que

equidistan > 0 de un punto fijo C'(xg, yo) (centro).

Ecuacidn general: (x — x0)* + (y — yo)? = r*.

Yo

|
i) T

Circunferencia de centro (zo,yo) y radio r.

Elipse| Una elipse es el conjunto de puntos P(x,y) cuya suma de

distancias a dos puntos fijos F'y F’ (focos) es constante
—

\PE|+ |PF'| = 2a (a > 0).

FEcuacion general con centro (xo, yo) y focos F(c,0)y F'(—c,0)

(¢ > 0) siendo a > 0 el semieje mayor y b > 0 el semieje
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menor:

(z—z0)®  (y— )
a? + b?

Se verifica a? = b% + 2.

= 1.

/

Elipse con centro (0, 0).

Noétese que la circunferencia es un caso particular de la elipse
(cuando a = b).

Hipérbola| Una hipérbola es el conjunto de puntos P(z,y) cuya dife-

rencia de distancias a dos puntos fijos F''y F’ (focos) es
-y
constante |ﬁ\ — |PF'| = +2a (a > 0).
FEcuacion general con centro(xg, yo) y focos F(c,0)y F'(—c,0)
(c>0):
(z — ) . (y —w0)? —1
a? b? B
siendo a > 0 el semieje mayor y b > 0 el semieje menor. Se
verifica que ¢? = a® + b2

La hipérbola posee dos asintotas que son dos rectas simétri-
cas que pasan por el centro (zg, yo).
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Hipérbola equildtera de ecuacién zy = 1 referida respecto a sus asintotas.

Una hipérbola es equilatera si a = b.

Una pardbola es el conjunto de puntos P(x,y), tales que

equidistan de un punto fijo F' (foco) y de una recta (direc-
triz). El punto medio entre el foco y la directriz se llama
vértice V = (u,v).

La recta que pasa por el foco y el vértice se denomina eje
de la parabola. La parabola es simétrica respecto a su eje.

FEcuacion general con vértice V = (u,v) y directriz
y=uv-—p:

2

(z —u)” = 4p(y —v).

eje

vértice

|
T
: directriz
I

Parabola
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Ejemplo 25. Clasificar la siguiente cénica
222 + 2y? — 4z + 8y — 10 = 0.
Desarrollando (z — z)? + (y — yo)? = 7? resulta
r? + o —2xm0—2yy0+x(2)+y(2) —r?2 =0,
Por otro lado la ecuacion dada es equivalente a
w2 +y? — 20+ 4y —5=0.

[gualando ambas expresiones resulta xo = 1, yg = —2 y r =
Vv 10. Luego la cénica dada es una circunferencia de centro

(1, —2) y radio v/10.

Ejemplo 26. Calcular los focos de la elipse

1'2 y2
Z 42—,
9 "1

El centro de la elipse es (0,0). Los focos F'y F’ estén en el eje
de abscisas por tanto son de la forma F' = (¢,0) y F'(—c,0).
Como a = 3 y b = 2 teniendo en cuenta que a® = b* + ¢ se

obtiene:
c=+V5
y los focos son (—+/5,0) y (v/5,0).
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Ejemplo 27. Calcular el eje y el vértice de la parabola y =
222 — 4, o equivalentemente

1 2
Sy=2—2.
2y =7

Desarrollando la expresién de la pardbola (z —u)? = 4p(y —v)
siendo (u,v) el vértice y y = v — p la directriz resulta:

2?2 + u? — 2zu + 4pv = 4py.

Igualando, se obtiene

1
u=0,4p = 37 u? 4 4py = —2,
esdecir,u =0, v=—4yp= %. Por tanto el vértice es (0, —4),
la directriz es y = —4 — % y el eje de simetria es x = 0.

Ejemplo 28. Hallar la ecuaciéon de la circunferencia de centro
el punto (1,0) y que pasa por el punto (4,4).
Como el centro es (1, 0) la circunferencia pedida es de la forma

(x — 1) +9* =1

Para calcular el radio r se impone que pase por el punto (4, 4),
es decir, (4 —1)*+ 42 = 2. Entonces r = 5 y la circunferencia
pedida es:

(z —1)* + y* = 25.
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Ejemplo 29. Calcular los focos de la hipérbola

=L =1,
9 4

Los focos 'y F' estan en el eje de ordenadas por tanto son
de la forma F(c,0) y F'(—¢,0). Como a = 3 y b = 2 teniendo
en cuenta la relacién ¢ = a? + b? se deduce que

c=+v9+4=+V13
y los focos son: F(v/13,0) y F'(—+/13,0).

Ejercicios Propuestos

Ejercicio 24. Escribir la ecuacion de la circunferencia de centro
(—1,5) y radio 3.

Ejercicio 25. Calcular el centro de la circunferencia que pasa
por los puntos (0,0), (1,2) y (6, 3).

Ejercicio 26. Calcular el eje de simetria y el vértice de la
pardbola —y? — 4y — 2 = .

Ejercicio 27. Clasificar la cénica (z — y)(x +y) = 1.

Soluciones

Solucién 24. La circunferencia es (z + 1)> + (y — 5)* = 9.

Solucién 25. El centro es (22, 22).
Solucién 26. El eje es y = —2 y el vértice (2, —2).

Solucion 27. Se trata de una hipérbola equilatera.

60



Elvira Herndandez Garcia Curso 0 Mateméticas m

4. Prueba de autoevaluacion

Haga el test siguiente de Verdadero o Falso para saber el nivel
de conocimientos que tiene en este bloque.
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Si A y B son matrices cuadras regulares, ||Verdadero| | |Falso
entonces AB posee inversa.

1 21

El determinante de | 2 3 2 | es 1. Verdadero| | |[Falso
2 21

Las raices reales del polinomio 2® — 322 — ||Verdadero| | [Falso

r + 3 suman 3.

Un sistema de 3 ecuaciones lineales con | [Verdadero|||Falso
2 incognitas tal que ninguna de sus ecua-
ciones es redundante, puede ser compati-
ble indeterminado.

El sistema de ecuaciones 3x — y + 2z = ||Verdadero| | |Falso
iz —y =2 x+y+2 =0 es compa-
tible determinado.

La suma de las coordenadas de cualquier | [Verdadero| | |Falso
vector normal al plano de ecuaciones
paramétricas: x =2, y = 14+, 2 =2—2u
es un numero par.

(—3,3) es un vector direccién de la recta ||Verdadero| | [Falso
de ecuacién 2z + 2y = 1.

Verdadero| | [Falso
r—1 1 2

:c2—1+a:+1:x+1'

La ecuacién o2 —4x+y*> —2y+4 = 0 define | [Verdadero| | |Falso
una circunferencia.

r = 2 es el eje de la pardbola y = 2> — ||Verdadero| | [Falso
2z — 4.
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